
���　5記号

����5記号

　数列�� �QD �について，初項から第�Q�項までの和を�5�という記号を用い

て�
 N �

Q

& ND �と表します。5�はギリシャ文字で，シグマと読みます。

　�
 N �

Q

& ND  �D � �D � �D �…� QD �

また，�
 N S

T

& ND �は数列�� �QD �の第�S�項から第�T�項までの和を表します。

例えば，

　�
 N �

Q

& N ������…�Q�

　�
 N �

Q

&
�N  �� � �� � �� �…�

�Q

　�
 N �

Q

& � 
��N �  �������…���Q 
�� �

　�
 N �

��

&
N�  �� � �� � �� �…�

��� �

となります。

例�

数列の和について次の一連の問いに答えよ。

���　
 N �

Q

& N 
�

�
Q�Q 
�� �を示せ。

���　多項式� �
� 
�N � � �N �の展開を利用して�

 N �

Q

&
�N  
�

�
Q�Q 
�� ��Q 
�� �を

示せ。

���　
 N �

Q

&
�N  
�

�
�Q �
� 
�Q � �を示せ。

���　
 N �

Q

&
�N �を求めよ。結果は因数分解すること。

 解説

����6 
 N �

Q

& N�とおくと
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　�6 ������……�Q

　�6 Q��Q 
�� �……��

辺々を加えると

Q�個

　�6 �Q 
�� � �Q 
�� �……��Q� 
�

　6 
�

�
Q�Q 
�� �　��

 N �

Q

& N 
�

�
Q�Q 
��

���� �
� 
�N � � �N  � �N ��N���

N ���������…��Q �を代入してこれらをすべて加えると

　左辺 �
�� 
� �� ��

�� 
� �� �……�� ���Q �
� 
�Q � �� ���� 
�Q � �Q

　　　 �
� 
�Q � ��

　右辺� �･�
�� � �� �… 
� �Q ��･�����… 
�Q ������… 
�� �

　　　 �
 N �

Q

&
�N ��

 N �

Q

& N�Q�

よって，

　�
 N �

Q

&
�N  
�

� �
�

� 
�Q � ��Q �
�� �
 N �

Q

& N�

　　　� 
�

� �
Q 
�� �

�
� 
�Q � ��� �

�

�
Q�Q 
�� �

　　　� 
�

�
Q�Q 
�� ���Q 
�� ���  

�

�
Q�Q 
�� ��Q 
�� �

���� �
� 
�N � � �N  � �N �� �N ��N���

同様に

　� �
� 
�Q � �� �

 N �

Q

&
�N ��

 N �

Q

&
�N ��

 N �

Q

& N�Q�

　� �
� 
�Q � �� �

 N �

Q

&
�N �Q�Q 
�� ��Q 
�� ��Q�Q 
�� �Q�

　�
 N �

Q

&
�N  
�

� �
�

� 
�Q � ���Q�Q 
�� ��Q 
�� ��Q�Q 
�� ��Q �

　　　� 
�

� �
�

� 
�Q � � �
� 
�Q � ��Q �
�� �

　　　� 
�

�
�

� 
�Q � �
�

� 
�Q � ���Q �
��  
�

�
�Q �
� 
�Q � �

���� �
� 
�N � � �N  � �N ��� �N ��� �N ��N�����同様にして

　�
 N �

Q

&
�N  

�

��
Q�Q 
�� ��Q 
�� ��

�Q ��Q 
�� �
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本問より，以下の公式が得られます。

数列の和の公式

 N �

Q

& � ����…�� Q�　�
 N �

Q

& N 
�

�
Q�Q 
�� �

 N �

Q

&
�N  
�

�
Q�Q 
�� ��Q 
�� �　�

 N �

Q

&
�N  

�

� �
�

�
Q� 
�Q �  

�

�
�Q �
� 
�Q � �

また，�U
��のとき

　�
 N �

Q

&
�Q �U  ��U� �U �… �Q �U  

�� QU

�� U
�

が成り立ちます。どのような数列の和かが分からないときは，5�記号を

使わずに具体的に表して考えます。

����5�の性質

　��つの数列�� �QD ��� �QE �と定数�S�に対して

　�� �D 
� �E �� �D 
� �E �…�� QD 
� QE �

　　　　　　　　　　　　　� � �D � �D �… 
� QD � � �E � �E �… 
� QE �

　� �SD � �SD �…� QSD  S� �D � �D �… 
� QD �

が成り立ちます。すなわち，次の性質が成り立ちます。

5�の性質

���
 N �

Q

& � 
�ND NE  
 N �

Q

& ND �
 N �

Q

& NE �

���
 N �

Q

& NSD  S
 N �

Q

& ND �　��S�は�N�に無関係な定数�

　この性質を線形性といいます。

　一般に，�S��T�を�N�に無関係な定数とするとき，

　�
 N �

Q

&  � 
�NSD NTE �S
 N �

Q

& ND T
 N �

Q

& NE �

が成り立ちます。特に，�S ���T ���のとき

　�
 N �

Q

& � 
�ND NE  
 N �

Q

& ND �
 N �

Q

& NE �
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例�

����
 N �

Q

& � 
���N �N � �を計算せよ。

����
 N �

��

& � 
��N � � 
�N �  

����Q�を自然数とするとき，和�
 N �Q

�Q

& � 
��� �N �N � �を�Q�の整式として表せ。

 解説

����
 N �

Q

& � 
���N �N �  
 N �

Q

&
�N ��

 N �

Q

& N�
 N �

Q

& �

　　　　　　　 
�

�
Q�Q 
�� ��Q 
�� ��･

�

�
Q�Q 
�� ��Q

　　　　　　　 
�

�
Q��Q 
�� ��Q 
�� ���Q 
�� ����

　　　　　　　 
�

�
Q��

�Q ��Q 
���

����
 N �

��

& � 
��N � � 
�N �  
 N �

��

& � 
��� �N N �

　　　　　　　　� �
 N �

��

&
�N �

 N �

��

& N��
 N �

��

& ��

　　　　　　　　� �･
�

�
･��･��･���

�

�
･��･����･���

　　　　　　　　� ������������ �����

����
 N �Q

�Q

& � 
��� �N �N �  
 N �

�Q

& � 
��� �N �N � �
 N �

��Q �

& � 
��� �N �N � �

ここで

　�
 N �

1

& � 
��� �N �N �  �
 N �

1

&
�N ��

 N �

1

& N�
 N �

1

& ��

　　　　　　　　� 
�

�
1�1 
�� ��1 
�� �

�

�
1�1 
�� �1�

　　　　　　　　� 
�

�
1��1 
�� ��1 
�� ���1 
�� ��� �

　　　　　　　　� 1�
�1 ��1 
��  6� 
1 �とおく

求める和は

　�6� 
�Q �6��Q 
�� �

　� �
� 
�Q �

�
� 
��Q � ���

�
� 
�Q �� �

� 
��Q � ���� 
�Q � ��Q �
�� �
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　� �� 
�Q � ��Q �
�� �
�

� 
�Q ��Q��Q 
�� �� �
� 
��Q � �

　　　　���� ��� 
�Q � 
��Q � �� 
�Q ���Q �
�� ���� 
�Q � ��Q �
�� �

　� �Q 
�� ����
�Q ��Q 
�� ����Q 
�� ���

　� �Q 
�� ���
�Q ���Q 
�� �

例�

���　�･���･���･���……��Q�Q 
�� �の和を�Q�で表せ．�Q�は自然数�

���　自然数�Q�に対し，6 � 
Q  
�� ･�� �� ･�� �� ･��……� �Q ･�Q 
�� �と

おく。
6 � 
��

6 � 
�
 �である。

 解説

�����･���･���･���……��Q�Q 
��

 
 N �

Q

& N� 
�N � � 
 N �

Q

& � 
��N �N � 
 N �

Q

&
�N ��

 N �

Q

& N�

　� 
�

�
Q�Q 
�� ��Q 
�� �Q�Q 
�� �

　� 
�

�
Q�Q 
�� ���Q 
�� ���  

�

�
Q�Q 
�� ��Q 
�� �

����6 � 
Q  
 N �

Q

&
�N � 
�N �  

 N �

Q

& � 
��N �N

　� 
�

�
�Q �
� 
�Q � �

�

�
Q � 
�Q � ��Q 
��

　� 
�

��
Q � 
�Q � ��Q � 
�Q � ����Q �
��

　� 
�

��
Q � 
�Q � ��

�Q ��Q 
��  
�

��
Q � 
�Q � �Q 
�� ��Q 
��

よって

　�
6 � 
��

6 � 
�
 

･･･�� �� �� ��

･･･� � � ��
 ��

例�

���� Q6  
�� � �� ��……�� �

� 
�Q �を求めよ．

����数列� �� ， �� ， �� ，……， �
� 
��Q � �の和を求めよ。

����和�
 N �

�Q

&
�N �

� 
�� �N �を求めよ．

 解説
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���� Q6  
 N �

Q

&
�

� 
�N  
 N �

Q

& �
�N  �

 N �

Q

&
�N

　� 
�

�
Q�Q 
�� ��Q 
��

����求める和� Q6 �は

　 Q6  
 N �

Q

&
�

� 
��N �  
 N �

Q

& � 
��� �N �N �  �
 N �

Q

&
�N ��

 N �

Q

& N�
 N �

Q

& �

　� �･
�

�
Q�Q 
�� ��Q 
�� ��･

�

�
Q�Q 
�� �Q

　� 
�

�
Q���Q 
�� ��Q 
�� ���Q 
�� ���

　� 
�

�
Q��

�Q 
�� � 
�

�
Q��Q 
�� ��Q 
��

T

Q6  
 N �

�Q

&
�N �

 N �

Q

&
�

� 
�N �として計算してもよい。

����
 N �

�Q

&
�N �

� 
�� �N  �� � �� � �� � �� ��……��
�

� 
��Q � � �
� 
�Q �

　� 
 N �

�Q

&
�N ��

 N �

Q

&
�

� 
�N �

　� 
�

�
･�Q��Q 
�� ��Q 
�� ��･

�

�
Q�Q 
�� ��Q 
�� �

　� 
�

�
Q��Q 
�� ���Q 
�� ���Q �
��  �Q� 
��Q � �

T

 
 N �

�Q

&
�N �

� 
�� �N ������ �� �� �� �……� �� �
� 
��Q � �

� 
�Q

 �� �������� � � � …… � 
��Q � �Q

  �
�Q� 
��Q �

�
�Q� 
��Q �
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例�

��から����までの����個の整数から異なる���数を取り出し，それら���数の

積を考える。考えられるすべての積�� 
���& �個 �の和はいくらか。

 解説

まず，重複は無視して���から����までの数から���つの数を選び積を作り，

それらのすべての和を考える

　��･���･���･��…��･�� �･�������… 
��� �

　��･���･���･��…��･�� �･�������… 
��� �

　��･���･���･��…��･�� �･�������… 
��� �

　…

　���･����･��……���･�� ��･�������… 
���

これらをすべて足すと

　��������… 
��� �������… 
��� �

異なる���数の積� ���& �個には同じ数の積はなく，�D･E�と�E･D�は同じもの

であるから，求める和�6�は

　�6 
�

� �
�

� � N �

��

& N ��
 N �

��

&
�N �

　� 
�

� �
�

� �･･
�

�
�� �� �

�

�
･��･�� �･�� �

　� 
�

��
･��･��･��･�･�� 
���  �����

例�

 N �

Q

& � � O �

N

& O �を求めよ。

 解説

 N �

Q

& � � O �

N

& O  
 N �

Q

&
�

�
N�N 
��  

�

�  N �

Q

& � 
��N N

　� 
�

� �
�

�
Q�Q 
�� ��Q� 
� �

�

�
Q�Q� �
�

　� 
�

��
Q�Q 
�� ���Q 
�� ���  

�

�
Q�Q 
�� �Q� 
�
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例�

自然数�N，Q�に対して� NI � 
Q  Q�Q 
�� �Q 
�� �……��Q�N 
�� �とする。こ

のとき

　　　　 �N �I � 
Q � �N �I � 
�Q �  � �
ア

NI � 
Q ���Q 
��

よって　
 U �

Q

& NI � 
U  
イ

�N �I � 
Q

これより　�･���･���･��……�Q�Q 
��  
ウ

Q�Q 
�� � �
エ

一般に，
 U �

Q

& U� 
�U � � 
�U � �……��U 
�N  
オ � ��Q

カ

�

� 
�Q � �
�となる。

 解説

�N �I � 
Q  Q�Q 
�� �Q 
�� …�Q�N 
�� �Q 
�N  �Q 
�N NI � 
Q �…①

Q���のとき

　� �N �I �Q 
��  �Q 
�� Q�Q 
�� �Q 
��…�Q�N 
��  �Q 
�� NI � 
Q

よって

　� �N �I � 
Q � �N �I �Q 
��  � 
�
ア �N � NI � 
Q

したがって

　��N 
��
 U �

Q

& NI � 
U  �N �I � 
� � �N �I � 
� � �N �I � 
� � �N �I � 
�

　　　　　　　　�…� �N �I �Q 
�� � �N �I �Q 
�� � �N �I � 
Q � �N �I �Q 
��

　　　　　　　 � �N �I � 
� � �N �I � 
Q

①�から� �N �I � 
�  �N 
�� NI � 
� �より

　��N 
��
 U �

Q

&  NI � 
U �N �I � 
Q

よって

　�
 U �

Q

&  NI � 
U
�

イ �

�N � �N �I � 
Q

したがって

　��･���･��……�Q�Q 
��  
 U �

Q

&  �I � 
U
�

� �I � 
Q

　　　　　　　　　　　　� 
�

ウ �

�
Q� 
�Q � � 
�

エ �Q �
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同様に

　�
 U �

Q

& U� 
�U � � 
�U �……� 
�U N  
 U �

Q

& �N �I � 
U  
�

�N � �N �I � 
Q

　　　　　　　　　　　　� 
�

�N �
Q�Q 
�� �Q 
�� ……�Q�N 
��

　　　　　　　　　　　　� 
オ �

�N �
� � 
�Q カ �N � �

� 
�Q � �

例�

和�
 N �

��

& � � O �

��

& �� 
�� �N O �の値を求めよ。

 解説

 N �

��

& � � O �

��

& �� 
�� �N O  
 N �

��

& � ��� �N
 O �

��

& � �
 O �

��

& O

　　　　　　　� 
 N �

��

& � 
� �N ･ ��� ��･��

　　　　　　　� 
 N �

��

& � 
��� �N ���  ��･��･��･������･�� �����

例�

���� Q6  �･Q��･�Q 
�� ��･�Q 
�� ��……���Q 
�� ･��Q･��を求めよ．

����Q�を�Q���である自然数としたとき

Q6  �･
�

� 
�Q � ��･ �
� 
�Q � ��･ �

� 
�Q � �……� �Q 
�� ･ �� � �Q 
�� ･ �� �と

おく。すると� Q6  

ア

イ

�Q �

ウ

エ

�Q �である。

 解説

���� Q6  
 N �

Q

& N� ��Q � 
�N � � 
 N �

Q

& � ��� 
�Q � N �N  �Q 
��
 N �

Q

& N�
 N �

Q

&
�N �

　� �Q 
�� ･
�

�
Q�Q 
�� �

�

�
Q�Q 
�� ��Q 
�� �

　� 
�

�
Q�Q 
�� ���Q 
�� � ��Q �
��  

�

�
Q�Q 
�� �Q 
�� �
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���� Q6  
 N �

�Q �

& N �
� 
�Q N  

 N �

�Q �

& � 
���Q N � �QN �N

　� �Q ･
�

� �Q 
�� Q��Q･
�

� �Q 
�� Q��Q 
�� �
�

�
�

� 
�Q � �Q

　� 
�

��
�Q �Q 
�� ��Q����Q 
�� ���Q �
��

　� 
�

��
�Q �Q 
�� �Q 
��  

�

��
�Q �

�Q 
��  
ア�
イ��

�Q �
ウ�
エ��

�Q

例��

数列���
�

�
，��

�

�
，��

�

�
，��

�

��
，……�の第�Q�項までの和を求めよ。

 解説

第�Q�項までの和� Q6 �は

　 Q6  
 N �

Q

& � ��� 
��N �
N

� �
�

�
 

 N �

Q

& � ����N �
N

� �
�

�

　　 �･
�

�
Q�Q 
�� �Q�

�

� � ���
Q

� �
�

�

��
�

�

 �Q ���
�
Q�

例��

����数列����
�� �

�
��

��� � �

�
��

���� � � �

�
��……�の初項から第����項までの

和は� �である．

����数列��，���，������，���������，�……�の第�1�項までの和

を求めよ．

 解説

����この数列の第�N�項は

　�
���� � …… N

N
 

N� 
�N �

�N
 
�

� �N 
��

よって，求める和は

　�
 N �

��

&
�

� � 
�N �  
�

� �
･�� ��

� ����  ���
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����一般項を� ND �とすると

　� ND  ���･���･
�� ��……���･ �N ��

　　� 
�� 
�N� �

�� �
 N� ���

よって，求める和は

　
 N �

1

&  ND �
 N �

1

& � 
�N� �  
�� 
�1� �

�� �
�1 

�1 ��

�
�1�

�

�

例��

Q�桁数列�� �QD �を次のように定める。

　　　　　 �D  �， �D  ��， �D  ���，……， QD  ���…�，……

このとき，
 N �

Q

& ND  
���Q ��� �Q ��

��
�を示せ。

 解説

ND  �����
��� �…� �N ��� �

　 
�N�� �

��� �
 
�

� �
N�� 
�� �

よって

　
 N �

Q

& ND  
�

�  N �

Q

& � 
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�
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確認問題�

数列�� �QD �と数列�� �QE �が� QD  
 N �

Q

& � � P �

N

&
�P �と� QE  

 N �

Q

& � ��Q � 
�N � �N �で定

められるとき， QD  QE ���Q �，�，�，……��となることを示せ。

 解説

QD  
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Q

& � � P �

N
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�P  

 N �
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& � �
�

�
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Q
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Q
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�
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� 
�Q � ��･

�

�
Q�Q 
�� ��Q 
�� �

�

�
Q�Q �
��

　� 
�

��
Q�Q 
�� �Q�Q 
�� � ��Q 
�� ���

　� 
�

��
Q�Q 
�� �

�Q ��Q 
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��
Q �

� 
�Q � �Q� 
�

QE  
 N �

Q

& � ��Q � 
�N � �N  
 N �

Q

& � ��� 
�Q � �N �N 　
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 N �

Q

&
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 N �

Q

&
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　� �Q 
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�

�
Q�Q 
�� ��Q 
�� �

�

�
�Q �
� 
�Q �

　� 
�

��
Q �

� 
�Q � ����Q� 
� � ��Q  
�

��
Q �

� 
�Q � �Q� 
�

よって

　� QD  QE ���Q ���������…��
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確認問題�

Q�を���以上の自然数とする。Q�個の数��，�，……，Q�のうち異なる���つ

の数の積の総和を求めよ。ただし，D�E �と�E�D�は同じものとする。

 解説

例��と同様にして，求める総和�6�は

　�6 
�

� �
�

� � N �

Q

& N ��
 N �

Q

&
�N �
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�
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�

�
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�� ��Q �
�� �
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�

��
Q�Q 
�� ��Q�Q 
�� ����Q �
�� �

　　� 
�

��
Q�Q 
�� �Q 
�� ��Q 
�� �

T

求める総和を�6�とおくと，次の等式が成り立つ。

　� �
� 
����� � � …… Q  �� � �� � �� �……� �Q ��6
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確認問題�

数列�����������������������������……�について

>�@　第�Q�項� QD �を求めよ．

>�@　第�Q�項までの和� Q6 �を求めよ．

 解説

>�@� QD �は����が�Q�個並ぶ数で

　� QD  �����･������･
���� ��……����･ �Q ����

　　� ��･
�Q��� �

���� �
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