
���　いろいろな数列���

����格子点の個数

　座標平面上で，�[�座標，�\�座標がともに整数であるような点�� 
[�\ �を

格子点といいます。ここでは領域内の格子点の個数を数える問題につい

て考えます。

例�

座標平面上で，[�座標と�\�座標がいずれも整数である点�� 
[�\ �を格子点

という．

���　[�����\�����[�\����を同時に満たす格子点�� 
[�\ �の個数を求めよ．

���　\�����\��[���[��\����を同時に満たす格子点�� 
[�\ �の個数を求め

よ．

 解説

��

�

�

�� [

\

2

[�

�\

�2

��

��
N

���N

����[��，\��，[�\����を満たす領域は

図の斜線部。ただし，境界は含む

この領域における�[ N�����N 
��� �の格子点

の個数は

　���� 
�N �� ���N

よって，求める格子点の個数は

　�
 N �

��

& � 
��� N  
 L �

��

& L 
･�� ��

�
 ����個

����\��，\��[，[��\����を満たす領域は

図の斜線部。ただし，境界は含む

この領域を���点���，��，��，��，��，���を頂点

とする三角形と���点���，��，��，��，���，���を

頂点とする三角形に分けて考えて

領域内の�[ P �����P 
�� �の格子点の個数は

　��P��

領域内の���[����において，�\ Q�����Q 
�� �の格子点の個数は

　���� 
��Q �� ����Q

よって，求める格子点の個数は

　�
 P �

�

& � 
��P � �
 Q �

�

& � 
��� �Q  �･
･� �

�
�����･���･

･� �

�
 ���個
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T

����[���，\���，[�\����という領域を考え，

この領域と合わせると，

��[�������\����という正方形の領域になる

この正方形の領域内の格子点の個数は

　����� ����個

このとき，�[�\ ���上にある格子点は���回しか数えていないので，

[�\ ���上にある格子点を���回分足して，求める格子点の個数は

　�
�

�
･���� 
���  ����個

����同様に

　�
�

�
･��･� 
�� �

�

�
･���･� 
�� �� ������� ���個

　�引いた���は，�[ ��上の格子点を���回数えてしまったので���回分引く�

　領域内の格子点の個数を数える問題は，まず�[ N�か�\ O���N��O�は整

数��における格子点の個数を数え，領域内に格子点が存在する�N��O�の範

囲でそれらを足し合わせれば求めることができます。

例�

��以上の整数�P�に対して，直線�\ P[�と放物線�\ �[ �で囲まれた領域

を� P' �とする．ただし， P' �は境界を含む．また，領域� P' �に含まれる格

子点の個数を� PG �とおく．ここで，格子点とは�[�座標と�\�座標がともに

整数になる点のことである．

���　 �G ， �G ， �G �を求めよ．

���　��N�P �である整数�N�に対して，直線�[ N�上の格子点で領域� P' �

に含まれるものの個数を�P�と�N�の式で表せ．

���　 PG �を�P�の式で表せ．

 解説

���� �' �に含まれる格子点は

　�� 
�，� ，� 
�，�

よって，� �G  �
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�' �に含まれる格子点は

　�� 
�，� ，� 
�，� ，� 
�，� ，� 
�，�

よって，� �G  �

�' �に含まれる格子点は

　�� 
�，� ，� 
�，� ，� 
�，� ，� 
�，� ，� 
�，� ，� 
�，� ，� 
�，� ，� 
�，�

よって，� �G  �

����直線�[ N�と放物線�\ �[ �の交点の座標は�� 
N， �N �

直線�[ N�と直線�\ P[�の交点の座標は�� 
N，PN �より

求める格子点の個数は，�PN� �N ��

����  PG
 N �

P

& � 
��PN �N �

  �
 N �

P

& � 
��PN �N � � ���P
 N �

P

& N
 N �

P

&
�N P �

 ���･P
P� 
�P �

�

P� 
�P � � 
��P �

�
P �

 � 
�P � � 
���P P �

�

例�

条件���P����，��Q�(P �を満たす整数の組�� 
P，Q �はいくつある

か．

 解説

[�

�\

�2

\ ([

���

N�

�N �

条件より，�� 
P��Q �は

領域���[��������\�([ �内の格子点である

��\�([ �より，� �\ �[

\ N�における領域内の格子点の個数は
���  ���， ���  ����より���N����において

　����� �N �� ���� �N �

よって，�� 
P��Q �の個数は

　�
 N �

��

& � 
���� �N  ���･���
 N �

��

&
�N �

　　　　　　� ���･���
�

�
･��･��･�� ��･���� 
����  �����個
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例�

[\�平面上の点のうち，[�座標と�\�座標がともに整数の点を格子点とい

う。

���　領域��� 
[，\ _��[�かつ� [� �\ �� �� �に含まれるすべての格子点の座標

を求めよ。更に，これらの格子点を�[\�平面上に図示せよ。

���　領域��� 
[，\ _��[�かつ� [� �\ �� �� �に含まれる格子点の個数を求めよ。

���　領域��� 
[，\ _��[�かつ� [� �\ �� Q� �に含まれる格子点の個数を求め

よ。ただし，Q�は自然数である。

 解説

[�

�\

�2 � �

�

�

�

����[ ��のとき，���\��

[ ��のとき，�\ �

よって，求める格子点の座標は

　�� 
�，� ，� 
�，� ，� 
�，� ，� 
�，�

これらの格子点を図示したものは右図

����同様にして

　����� ����個�

[�

�\

�2 �

�

Q� ��

\ [�

\ Q�

Q

����領域は図の斜線部。ただし，境界は含む

[ N ��N ������…��Q���における格子点の個数は

　� Q� � N� ���個

よって，求める格子点の個数は

　�
 N �

Q

& � 
��Q� N� �  �
Q� 
�� Q�

 N �

Q

&
N�

　� �
Q� 
�� Q�

�� 
�Q� �

�� �

　� �
Q� 
�� Q� �Q �� �����個�

例�

座標平面上で，曲線�\ �ORJ [，直線�[ �� ���および�[�軸で囲まれた

図形を�6�とする。6�内の�[�座標，\�座標がともに整数となる点の個数は�

�である。ただし，6�の境界線上にある点は含めないとする。

 解説
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[�

�\

�2

\ �ORJ [

�ORJ � 
��� �

6

N

� N�
�� ��

図形�6�は図の斜線部
�� � �� ��� �� �より，��� �ORJ � 
��� � ��

\ N��N 
 ������…��� �における格子点の個数は

　��
�� 
� N� �個

よって，求める点の個数は

　
 N �

�

& � 
��� N�  �･ �� �
�� 
��� �

�� �

　　　　　� �･ �� �� �����個

例�

���　[�\�Q ��[����\���を満たす整数の組�� 
[��\ �の個数を求めよ．

���　[�\�]�Q��[����\����]���を満たす整数の組�� 
[��\��] �の個数を

求めよ．

 解説

����[�\�Q ��[����\���を満たす領域内の

[ N��N 
 ���������…��Q �における格子点の個数は

　�Q�N���個

よって，求める整数の組�� 
[��\ �の個数は

　�
 N �

Q

& � 
��Q N �  
 O �

�Q �

& O 
�

� �
Q 
�� �Q 
�� �個

T

[�\�Q��[�Q��\�Q�を満たす領域を合わせて考えて，

求める格子点の個数は

　�
�

� ��Q 
�� �Q 
�� ��Q �
��  
�

� �
Q 
�� �Q 
�� �

����[�\�]�Q��[����\����]���を満たす領域内の

] P��P 
 ���������…��Q �における格子点の個数は

] P �のとき

　�[�\�Q�P��[����\���

を満たす領域内の格子点の個数であるから

���より

　�
�

� �Q�P 
�� �Q�P 
��  
�

� �P��Q �
�� �P��Q �
�� �

　　　　　　　　　　　� 
�

� �
�P ���P 
��P� �Q 
�� �Q �
�� �
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よって，求める整数の組�� 
[��\��] �の個数は

　�
 P �

Q

&
�

� � ����P � 
��P � P � 
�Q � � 
�Q � �

　� 
�

� �  P �

Q

&
�P ���Q 
��

 N �

Q

& P��Q 
�� �Q �
��
 N �

Q

& �

　� 
�

� �
�

�
Q�Q 
�� ��Q 
�� ���Q 
�� ･

�

�
Q�Q 
�� � �

� 
�Q � �Q �
�� �

　� 
�

�� �Q 
�� �Q��Q 
�� ��Q��Q 
�� ���Q 
�� �Q �
�� �

　� 
�

�� �Q 
�� ��
�Q ���Q 
���  

�

� �Q 
�� �Q 
�� �Q 
�� �個

U

[�\�] Q�は座標空間内において，��点�� 
Q������ ��� 
���Q��� ��� 
������Q �を通

る平面を表します。したがって，�[�\�]�Q��[����\����]���の表す

空間内の領域は，�[�\�] Q�と�[\�平面，�\]�平面，�][�平面とで囲ま

れた部分の領域となります。
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����群数列

　ある数列を一定の規則に従って群に分けたものを群数列といいます。

群数列には

　���数列全体に一定の規則があり，それをある規則に従って群に分けた

　もの

　���群ごとに規則があり，それらが集まって数列全体を成しているもの

の���種類あります。

例�

自然数の列を次のように群に分け，第�Q�群には連続する�Q�個の自然数

が入るようにする。

　　　　�｜�，�｜�，�，�｜�，�，�，��｜��，……

���　自然数����は第何群に入るか。

���　第�Q�群に入る最小の自然数と最大の自然数を�Q�を用いて表せ。

���　自然数������は第何群に入るか。

 解説

����第�Q�群の最後の項は

　�������…�Q 
�

�
Q � 
�Q � �　第�

�

�
Q�Q 
�� �項

自然数����は第����項であるから，第�Q�群���Q�����に入るとすると

　�
�

� �Q 
�� Q����
�

�
Q � 
�Q � �　���Q 
�� Q����Q � 
�Q �

�･� ��，�･� ���より，�Q �

よって，���は第���群に入る��第���群の第���番目�

����Q���のとき，第��Q 
�� �群の最後の項は�
�

� �Q 
�� Q�である

第�Q�群に入る最小の自然数は第�Q�群の最初の項であるから

　�
�

� �Q 
�� Q�� 
�

� �
�Q �Q 
��

これは�Q ��のときも成り立つ。

第�Q�群に入る最大の自然数は，第�Q�群の最後の項であるから

　�
�

�
Q � 
�Q �
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���������が第�Q�群���Q�����に入るとすると，

　�
�

� �Q 
�� Q������
�

�
Q � 
�Q � �　���Q 
�� Q������Q � 
�Q �

��･�� ����，��･�� �����より，�Q ��

よって，�����は第����群に入る��第����群の第���番目�

例�

数列の項が，次のように第�P�群は�P�個の数からなるように分けられて

いる。

　�｜�，�｜�，�，��｜��，��，��，��｜��，��，��，��，��｜��，……

���　第����群の最後の数を求めよ。

���　第����群の����個の数の和を求めよ。

 解説

����この数列の一般項� QD �は

　� QD  �Q���

第����群の最後の項は

　��������…���� 
�

�
･��･�� ����　第�����項

よって，第����群の最後の数は

　� ���D  ����

����第����群の最初の項は第�����項で，� ���D  ����

よって，第����群の����個の数の和は

　�
�

�
･��･���� 
����  �����

例�

次の数列の第�Q�項を� QD �とする。

　　�，�，�，�，�，�，�，�，�，�，�，�，�，�，�，�，……

このとき， ���D  
ア

�である。また，自然数�P�に対して， QD  P �

となる最小の自然数�Q�を�P�を用いて表すと�Q 
イ

�である。

 解説

�｜�，�｜�，�，�｜�，�，�，�｜�，…

のように区切り，初めの群から第���群，第���群，…�とすると
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第�Q�群には���から�Q�までの�Q�個の項が含まれている

第�Q�群の最後の項は

　������……��Q 
�

�
Q�Q 
�� �　第�

�

�
Q�Q 
�� �項

第�����項が第�Q�群に属するとすると

　�
�

� �
Q 
�� Q�����

�

�
Q�Q 
��

�

�
･��･�� ���，

�

�
･��･�� ����より，�Q ��

よって，第�����項は第����群の�������� ���番目の数より

　� ���D  ア��

また，P�が初めて現れるのは第�P�群の最後の項であるから

　�Q 
イ �

�
P� 
�P �

例��

正の整数�N�に対して， ND �を�(N �の整数部分とする。例えば， �D  �， �D

 �， �D  ��である。

���　
 N �

��

& ND �の値を求めよ。

���　P�を正の整数とするとき， ND  P �となる�N�の個数を�P�を用いて表

せ。

���　
 N �

����

& ND �の値を求めよ。�

 解説

���� ND  P���P�は正の整数��となるような�N�の範囲は

P�(N�P���より，� �P �N� �
� 
�P � �

��N���のとき，� ND  ��

��N���のとき，� ND  ��

��N����のとき，� ND  ��

よって

　�
 N �

��

& ND  �･���･���･� ���
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���� ND  P�となるような正の整数�N�の値の個数は

　��
�P 
��P � �P �� �P���� 
個

����数列�� �QD �において，数字が変わるところで区切り，

初めの群から第���群，第���群，…�とする

第�P�群には�P�が��P���個並んでいる

第�P�群の最後の項は

　�
 L �

P

& � 
��L �  P�P 
�� �P P�P 
�� �　第�P�P 
�� �項

��･�� �������･�� �����から���･����������･���より

����D �は第����群の第����番目の項である

第�P�群の項の和は，�P��P 
�� �

　�
 N �

����

& ND  
 M �

��

& M� 
��M � ���･��

　　　� �
 M �

��

&
�M �

 M �

��

& M���･���

　　　� �･
�

�
･��･��･���

�

�
･��･�����･���

　　　� 
�

�
･��･���･����� 
���  ��･��� ������

T

��[���������\�([ �内の格子点の個数として考えてもよい。

例��

有理数列

　　　　　　�＊�　
�

�
，
�

�
，
�

�
，
�

�
，
�

�
，
�

�
，……

について，次の問いに答えよ。

���　数列��＊��の�
��

��
�は第何項になるか。

���　数列��＊��の第������項の数を求めよ。

���　初項から第������項までの和を求めよ。�

 解説

分母が等しいものを群として，区切って考える

����第�Q�群は�
�

�Q �
，

�

�Q �
，…，

Q

�Q �
�となる
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��

��
�は第����群の����番目の項である

第����群の最後の項は

　������……���� 
�

�
･��･�� �����　第������項

よって，�
��

��
�は

　�������� ���� �　第������項

����第�Q�群の最後の項は

　������……��Q 
�

�
Q�Q 
�� �　第�

�

�
Q�Q 
�� �項

よって，第������項が第�Q�群に含まれるとすると

　�
�

� �
Q 
�� Q������

�

�
Q�Q 
��

�

�
･��･�� ���，

�

�
･��･�� �����より，�Q ��

したがって，第������項は第����群の��������� ���番目の数より

　�
��

��

����第�Q�群の項の和は

　�
�

�Q � �
�����……� 
�Q  

�

�Q �
･
�

�
Q�Q 
��  

Q

�

よって，初項から第������項までの和は

　�
 N �

��

&
N

�
�
�

�� �
�����……� 
���  

�

�
･
�

�
･��･���

�

��
･
�

�
･��･��

　　　　　　　　　　　　　　 ����
��

��
 
�����

��

例��

� � � �� �� …

� � � �� … …

� � �� … … …

� �� … … … …

�� �� … … … …

�� … … … … …

自然数を右の図のように並べる．

���　Q�が偶数のとき，�番上の段の左から�

Q�番目の数を�Q�の式で表せ．

���　Q�が奇数のとき，�番上の段の左から

Q�番目の数を�Q�の式で表せ．

���　�����は左から何番目，上から何段目

にあるか．
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 解説

�����_�����_��������_������������_�����…�というように区切って考えて，

初めの群から第���群，第���群，…�とする

Q�が偶数のとき，��番上の段の左から�Q�番目の数は

第�Q�群の最後の数より，

　�������…�Q 
�

�
Q�Q 
�� �　第�

�

�
Q�Q 
�� �項

よって，求める数は�
�

�
Q�Q 
�� �項

����Q�が奇数のとき，��番上の段の左から�Q�番目の数は

第�Q�群の最初の数より

　�
�

� �Q 
�� Q�� 
�

� �
�Q �Q 
�� �

����
�

�
･��･�� �����

�

�
･��･�� �����より

�����は第����群の第����番目である

���は奇数であるから

第����群の最初の数�����は左から����番目の上から���段目にある

第����群の数は���増えるにつれて左下に���つずつ配置されるから

�����は左から����� ���番目の上から����段目にある
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確認問題�

���　N�を���以上の整数とするとき，

　　　　　
[

�
�

\

�
�N

を満たす���以上の整数�[，\�の組�� 
[，\ �の個数を� ND �とする。 ND �を�N�の

式で表せ。

���　Q�を���以上の整数とするとき，

　　　　　
[

�
�

\

�
�]�Q

を満たす���以上の整数�[，\，]�の組�� 
[，\，] �の個数を� QE �とする。 QE �

を�Q�の式で表せ。

 解説

�2

�N

�N
�L

�L��

�N��L

�N��L�
�

�

[

\����不等式の表す領域は図の斜線部

ただし，境界を含む

　� ND  
�

� ���N 
�� ��N 
�� � �N �
�� �

�直線上は�\�座標が偶数のときのみ格子点�

　� 
�

� �
� �N ��N 
�� � � �N ��N���

����[��，\��，]��，
[

�
�

\

�
�]�Q�を満たす整数�[，\，]�の組�

� 
[，\，] �について，��]�Q�である

] M���M � ��������…��Q���のとき，[，\�は

　�[��，\��，
[

�
�

\

�
�Q�M

を満たすから，組�� 
[，\，] �の個数は�����より

　�� �
� 
�Q M ���Q 
�M ��

よって

　� QE  
 M �

Q

& � ���� �
� 
�Q M �� 
�Q M �

　� 
 O �

Q

& � 
��� �O �O � �　�Q�M 
 O �

　� �･
�

�
Q�Q 
�� ��Q 
�� ��･

�

�
Q�Q 
�� ��Q 
��

　� 
�

� �
Q 
�� �Q��Q 
�� ��Q ���  

�

� �
Q 
�� ��

�Q ��Q 
��  �
� 
�Q �
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確認問題�

Q�を自然数とする．

���　 �[� � �\��Q�となる���つの整数の組�� 
�[，\� �の個数を求めよ．

���　 �[� � �\� � �]� �Q �となる���つの整数の組�� 
�[，\，]� �の個数を求め

よ．

 解説

����[ N������N 
�Q� �のとき

　� \� �Q�N�

　�Q�N�\�Q�N�

これを満たす整数�\�の個数は

　�Q�N� ���Q 
�N� �� ����Q 
�N� ���

よって，求める個数は，線対称性より

　����Q 
��� ��
 N �

Q

& � �� ���� 
��Q N� ��

　� �Q����
 N �

Q

& � 
���Q N �� ��Q ���
 L �

Q

& L

　� � �Q ��Q��

����] N������N 
�Q� �のとき

　� [� � \� �Q�N

これを満たす整数の組�� 
�[，\�� �の個数は，���より

　��� �
� 
��Q N� �����Q 
�N� ��

よって，求める個数は，面対称性より

　����
�Q ��Q 
��� ��

 N �

Q

& � �� ���� �
� 
��Q N� ��� 
��Q N� ��

　� � �Q ��Q����
 L �

Q

&
�L ��

 L �

Q

& L��Q

　� 
�

� �
��Q 
��� ���

�Q ��Q 
���
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確認問題�

正の整数�N�に対して， ND �を�(N �にもっとも近い整数とする．

例えば�� �D  ���� �D  ���� ��D  ��である．

���　
 N �

��

& ND  �D � �D ��……�� ��D ��を求めよ．

���　
 N �

����

& ND  �D � �D ��……�� ����D ��を求めよ．

 解説

ND  Q���Q�は自然数��のとき

　�Q�
�

�
�(N�Q�

�

�
�

　��
�Q �Q�

�

�
�N� �Q �Q�

�

�

Q���N�は自然数より

　� �Q �Q���N� �Q �Q

よって， ND  Q�となる�N�の値は

　��
�Q 
�Q � �

�Q �Q 
�� �� �Q��個��

ある

����
 N �

��

& ND  �･���･���･� ��

���� �Q �Q�������� �Q �Q�のとき

Q�Q 
�� ��������Q�Q 
�� ������となればよいから

����� ������������ �����より�Q ��

また，� ND  ���となる最後の項は第� ��� ��� �����項

よって

　�
 N �

����

& ND  
 L �

��

& L��L��������� 
�����

　� ��
�

�
･��･��･�������� ��������� ������
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確認問題�

� � � �� ��

� � � �� ��

� � � �� �

�� �� �� �� �

自然数��，�，�，……�を，右図のように並べ

ていく．

���　左から�P�番目，上から�P�番目の位置に

ある自然数を�P�を用いて表せ．

���　���は左から何番目，上から何番目の位置

にあるか．

���　自然数�Q�を�Q �N �O���N�は負でない整数，��O��N����と表すと

き，Q�は左から何番目，上から何番目の位置にあるか，N，O�を用いて表

せ．

 解説

�����_��������_��������������_���������…�というように区切って考えて，

初めの群から第���群，第���群，…�とする

左から�P�番目，上から�P�番目の項は

第�P�群の第�P�番目であるから

　� �
� 
�P � �P �P �P���

����第�P�群の最後の数は

　�������…���P 
��  �P �

��  ����� ��  ����より

���は第����群の第������ ��番目の数である

よって，���は左から����番目，上から���番目にある

����Q �N �O��は第�N���群の�O�番目の数である

�ⅰ����O�N���のとき

Q�は左から�N���番目，上から�O�番目にある

�ⅱ��N���O��N���のとき

Q�は左から��N���O�� �N�O���番目，上から�N���番目にある
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