
���　加法定理の応用

������倍角の公式

　正弦，余弦，正接の加法定理において，�E D�とすると，次の���倍角

の公式が得られます。三角関数の範囲では公式がたくさん出てきますが，

すべて加法定理から導かれるので，暗記しようとせず導き方を理解する

ことが大切です。

��倍角の公式

���VLQ  �D �VLQDFRVD �

���FRV  �D ��FRV D �VLQ D �

　　　� ��� �VLQ D �

　　　� � �FRV D���

���WDQ�D 
�WDQD

�� �WDQ D
�

���VLQ  �D VLQ � 
�D D �

　　　� VLQDFRVD�FRVDVLQD �

　　　� �VLQDFRVD �

���FRV�D FRV � 
�D D �

　　　� FRVDFRVD�VLQDVLQD �

　　　� �FRV D� �VLQ D �

�VLQ D� �FRV D ��であるから，

�FRV  D �� �VLQ D �より，�FRV�D ��� �VLQ D �

�VLQ D �� �FRV D �より，�FRV�D � �FRV D���

���WDQ�D WDQ � 
�D D �

　　　� 
�WDQD WDQD

�� WDQD WDQD
�

　　　� 
�WDQD

�� �WDQ D
�
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例�

��������K������で�VLQK 
�

�
�のとき，FRVK ��VLQ�K ��WDQ�K �の値を求め

よ．

����WDQ�K 
�

�
�����K 
���� �のとき，WDQK 

ア

�)
イ

�であ

る．

�解説

[�

�\

�2

� 
��(� ���
K�

����VLQK 
�

�
������K������より

　�FRVK �
�(�
�
��WDQK �

�

�(�
�

VLQ�K �VLQKFRVK �･
�

�
･� ��

�(�
�

 �
�(�
�
�

WDQ�K 
�WDQK

�� �WDQ K
 

･� � ��
�

�(�

��
�

� ��
�

�(�

 �
�(�
�
�

T

FRV�K ��� �VLQ K ���
�

� �
�

�
 
�

�

WDQ�K 
VLQ�K

FRV�K
 � ��

�(�
�

	
�

�
 �

�(�
�
�

����WDQ�K 
�

�
�より

　�
�WDQK

�� �WDQ K
 
�

�
�

　� �WDQ K��WDQK�� ��

���K�����から，���WDQK���より

　�WDQK ア���(イ�
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例�

����VLQ�K 
�

�
�����K ��

S

�
�のとき，FRVK�VLQK 

ア

� �であり，

FRVK�VLQK 
イ

� �である。

����FRVK�VLQK 
�

�
�����K ��

S

�
�のとき，VLQ�K 

ア

�であり，

VLQ�K 
イ

�である。

����VLQK�FRVK 
�

�
�����K ��

S

�
�のとき，VLQKFRVK 

ア

� �であり，

FRV�K 
イ

� �である。

�����VLQK�FRVK ��が成り立っているとき�VLQ�K �の値を求めよ。ただ

し���K�
S

�
�とする。

�解説

���� �
� 
�FRVK VLQK  �

�FRV K 
� �VLQ K ��VLQKFRVK

　　��　　　　�� ��VLQ�K ��
�

�
 
�

�

��K�
S

�
�のとき，FRVK�VLQK!��より

　�FRVK�VLQK 
ア

(�

�

�
� 
�FRVK VLQK  ��VLQ�K ��

�

�
 
�

�

��K�
S

�
�のとき，�FRVK!VLQK �であるから，�FRVK�VLQK!��より

　�FRVK�VLQK 
イ �

�

����FRVK�VLQK 
�

�
�

両辺を���乗して

　� �FRV K��FRVKVLQK� �VLQ K 
��

�

　����VLQKFRVK 
��

�
�
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　��VLQKFRVK 
�

�
�　��VLQ�K 

ア �

�

���K�
S

�
�から�FRV�K!��より

　�FRV�K ) ��
�

� �
�

�
 
�(�
�

よって

　�VLQ�K �VLQ�KFRV�K � �･
�

�
･
�(�
�
 
イ ��(�

��

����VLQK�FRVK 
�

�
�

両辺を���乗して

　� �VLQ K��VLQKFRVK� �FRV K 
�

�

　����VLQKFRVK 
�

�

　�VLQKFRVK 
�

� �� ��
�

�
 
ア �

��
�

FRV�K �FRV K� �VLQ K �FRVK 
�VLQK �FRVK 
�VLQK �

ここで

　� �
� 
�VLQK FRVK  ���VLQKFRVK 

��

�

��K�
S

�
�から�VLQK�FRVK!��より

　�VLQK�FRVK (��
�

よって　　

　�FRV�K (��
�
･� ��

�

�
 
イ

�
�(��

�

�����VLQK�FRVK ��より，�FRVK ��� 
�VLQK

�VLQ K� �FRV K ��より

　�� �VLQ K��VLQK�� �

　��VLQK 
�� ��VLQK 
��  �

��K�
S

�
�から���VLQK���より，�VLQK 

�

�
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また���FRVK���より

　�VLQ�K �VLQKFRVK �  ･
�

�) ��
�

� �
�

�

��

��

����半角の公式

　��倍角の公式より，次の半角の公式が得られます。

半角の公式

��� �VLQ
D

�
 
�� FRVD

�
�

��� �FRV  
D

�

�� FRVD

�
�

��� �WDQ  
D

�

�� FRVD

�� FRVD
�

���FRV�D ��� �VLQ D �より，

　� �VLQ D 
�� FRV�D

�
�

D 
D

�
�とおくと，

　� �VLQ
D

�
 
�� FRVD

�
�

���FRV  �D �� �FRV D � �より，

　� �FRV D 
�� FRV�D

�
�

D 
D

�
�とおけばよい。

��� �WDQ
D

�
 

�VLQ
D

�

�FRV
D

�

 
�� FRVD

�� FRVD
�
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例�

����実数�K�が���K��S，FRVK �
�

�
�を満たすとき，VLQ

K

�
�の値を求め

よ。

����
S

�
�D�S�で，FRVD �

�

�
�のとき，FRV

D

�
�の値は� �である。

���� �VLQ ����� �の値を求めよ．

�解説

���� �VLQ  
K

�

�� FRVK

�
 
�

��
�

���
K

�
�S�から�VLQ

K

�
!��より

　�VLQ
K

�
 
�(��
��

�

���� �FRV
D

�
 
�� FRVD

�
 
�

�
�

S

�
�

D

�
�

S

�
�から�FRV

D

�
!��より

　�FRV
D

�
 (�
�
�

���� �VLQ ����� 
�� FRV���
�

�

ここで

　�FRV��� FRV � 
���� ��� �

　　　　� FRV���FRV����VLQ���VLQ��� �

　　　　� 
�(� (�
�

�

よって

　� �VLQ ����� 
��� (� (�
�

�

������倍角の公式

　加法定理と���倍角の公式より，次の���倍角の公式が得られます。
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��倍角の公式

���VLQ  �D ��VLQD � �VLQ D

���FRV  �D �� �FRV D �FRVD �

���VLQ  �D VLQ � 
��D D �

　　　� VLQ�DFRVD�FRV�D VLQD �

　　　� �VLQD �FRV D��� 
�� �VLQ D VLQD �

　　　� �VLQD �� 
� �VLQ D �VLQD�� �VLQ D �

　　　� �VLQD�� �VLQ D �

���FRV�D FRV � 
��D D �

　　　� FRV�DFRVD�VLQ�D VLQD �

　　　� ��
�FRV D 
�� FRVD�� �VLQ DFRVD �

　　　� � �FRV D�FRVD���� 
� �FRV D FRVD �

　　　� � �FRV D��FRVD �

例�

����K�は第���象限の角で，FRVK �
�

�
�であるとする。このとき，�K�は

第何象限の角か。

����WDQK 
�

�
�����K ��

S

�
�とする。QK!

S

�
�となる最小の自然数�Q�を求

めよ。

�解説

����FRVK �
�

�
���K�は第���象限の角より

　�VLQK (�
�
�

VLQ  �K  ��VLQK � �VLQ K �･� � �
(�

�
･�

�

� �
(�

�
!��

FRV�K � �FRV K��FRVK �･
�

� ��
�

�
��･� ��

�

�
!��

より，��K�は第���象限の角である
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����WDQK 
�

�
����K�

S

�
�より

　�FRVK 
�

(�
����K�

S

�
�

FRV  �K �� �FRV K � 
�

�
�

FRV�K � �FRV K��FRVK �･
�

� �
�

(�
��･� �

�

(�
 

�

�(�
!��

FRV�K � �FRV �K�� �･
�

� �
�

�
�� �

�

��
���

��\�S�で�FRV\ �は単調減少より

QK!
S

�
�となる最小の自然数�Q�は�Q �

例�

���　三角関数の加法定理を用いて，任意の角�K�に対し，次の等式が成

り立つことを証明せよ。

　　　　　VLQ�K �VLQK�� �VLQ K

���　K ����のとき，FRV�K VLQ�K �が成り立つことを示せ。

���　VLQ����の値を求めよ。

�解説

����省略

����K ����のとき，��K ����

FRV�K FRV � 
��K �K  FRV � 
���� �K  VLQ �K

����K ����のとき，���より

　���� �VLQ K �VLQK�� �VLQ K �

　�� �VLQ K�� �VLQ K��VLQK�� ��

W VLQK �とおくと，��W���

　�� �W �� �W ��W�� ��

　��W 
�� ��
�W ��W 
��  ��

��W���より

　�W VLQ��� 
��� (�
�

�
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[�

�\

�2

3�� 
[��\ �

K
U�

U�����円の媒介変数表示

　円周� �[ � �\  �U �上の点を�3�� 
[��\ �とし，

動径�23�と�[�軸の正の向きとなす角を�K�とすると，

　��
 [ UFRVK

 \ UVLQK
�　����K 
��S �

と表すことができます。

例�

実数�[，\�が� �[ � �\  ��を満たすとき，積�[\�の最大値を求めよ。

�解説

実数�[，\�は� �[ � �\  ��を満たすから

　[ �(� FRVK ��\ �(� VLQK ����K��S��

このとき

　[\ �(� FRVK ･�(� VLQK �VLQKFRVK �VLQ�K �

���K��S�より�

VLQ�K �は��K 
S

�
，
�

�
S�，すなわち�K 

S

�
，
�

�
S�のとき最大値���をとる

よって，[\�の最大値は���

����三角関数の媒介変数表示

　�W WDQ
K

�
�とおくと，

　�

VLQ  K
�W

�� �W

FRV  K
�� �W

�� �W

�　�WDQK 
�W

�� �W
�

[�

�\

�2

3�� 
[��\ �

�

�

$
K

と表すことができます。

　$���������とし，$�を通る直線と円周� �[ � �\  ��

との交点を�3�� 
[��\ �とします。$3�の傾きを�W�とし，

動径�23�と�[�軸の正の向きとなす角を�K�とすると，

$3�と�[�軸正の向きとのなす角は�
K

�
�であるから，

　�W WDQ
K

�
�
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このとき，3�は円周� �[ � �\  ��と$3��\ W�[ 
�� �との交点より，

　� �[ � �W �
� 
�[ �  ��

　� �[ ��� �W �
� 
�[ �  ��

　��[ 
�� �[ 
�� � �W �
� 
�[ �  ��

　��[ 
�� ��[ 
�� � �W �[ �
��  ��

　��[ 
�� ��� 
� �W [� �� �
� �W  ��

[
���より，

　��� 
� �W [� �� 
� �W  ��　��[ 
�� �W

�� �W
�

\ W�[ 
�� �より

　�\ W�
�� �W

�� �W ���  
�W

�� �W
�

3�� 
FRVK��VLQK �と表せるから，

　�VLQK 
�W

�� �W
��FRVK 

�� �W

�� �W
�

WDQK �に関しては，�WDQ の���倍角の公式や�WDQK 
VLQK

FRVK
�より得られ

ます。

T

VLQK VLQ  ･�
K

�
 �VLQ

K

�
FRV

K

�

･�

VLQ
K

�

FRV
K

�

�

�FRV
K

�

 

�WDQ
K

�

�� �WDQ
K

�

 
�W

�� �W
�

FRV  K FRV  ･�
K

�
 ��FRV

K

�
�VLQ
K

�

��

�VLQ
K

�

�FRV
K

�

�

�FRV
K

�

 

�� �WDQ
K

�

�� �WDQ
K

�

�

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　� 
�� �W

�� �W
�
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例�

��K�
S

�
�とする。WDQK 

�

�
�のとき，VLQ�K �の値は�

ア

� �であり，

FRV�K �の値は�
イ

� �である。

�解説

VLQ�K �VLQ  KFRVK
･�
VLQK

FRVK

�
�FRV K

 
�WDQK

�� �WDQ K
 
��

��
�

FRV�K �FRV K� �VLQ K 

��
�VLQ K
�FRV K

�
�FRV K

 
�� �WDQ K

�� �WDQ K
 
�

��
�

T

VLQK ��FRVK �の値を求めてから，��倍角の公式を利用しても解けます。

例�

実数�[�は��S�[�S�の範囲を動くとする。このとき，関数

�I � 
[  
�� VLQ[

�� FRV[
�について，次の問いに答えよ。

���　W WDQ
[

�
�として，等式�FRV[ 

�� �W

�� �W
，VLQ[ 

�W

�� �W
�を示せ。

���　I � 
[ �の最大値と最小値を求めよ。

�解説

����省略

����W WDQ
[

�
�とおくと，��S�[�S�より�W�の値の範囲は実数全体

　I� 
[  
�� VLQ[

�� FRV[
 

��
�W

�� �W

��
�� �W

�� �W

 
���W �W �

�� �W �
 N�とおく

　� �W ��W�� N��
�W 
�� �

　���N 
�� �W ��W��N�� ��

N 
�

�
�のとき，�W 

�

�
�
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N

�

�
�のとき，判別式を�'�とすると�W�は実数全体を動くから

'

�
���より

　��� ��N 
�� ��N 
�� ���

　�� �N ��N���

　�N��N 
�� ���　����N�
�

�
��
�

�
�N�

�

�
�

�2

������ 
��

��

��

���

�

;

<よって，I � 
[ �の最大値は�
�

�
，最小値は���

T

I � 
[  
�VLQ[ � 
��

�FRV[ � 
��

I � 
[ �は���， 
�� �と�� 
FRV[，VLQ[ �を通る

直線の傾きを表す

点�� 
FRV[，VLQ[ ����S�[ 
�S ��は

円� �; � �<  ����;
 
�� �上より，

定点����， 
�� �を通る直線�< P�; 
�� ��，

すなわち�P;�<��P�� ��がこの円と共有点をもつときの

P�の最大値と最小値が�I � 
[ �の最大値と最小値になる。

これらが共有点をもつとき

　�
��P �

( ��P �
� 
��

��

　� �P���( ��P �

　�� �P ��P��� �P ��

　�� �P ��P��

　�P��P 
�� ���　����P�
�

�

よって，I � 
[ �の最大値は�
�

�
，最小値は���
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確認問題�

�&�を直角とする直角三角形�$%&�に対して，�$�の二等分線と線分�%

&�の交点を�'�とする。また，線分�$'，'&，&$�の長さはそれぞれ��，

�，��とする。�$ K�とおくとき，次の問いに答えよ。

���　VLQK �を求めよ。

���　K�
�

��
S�を示せ。ただし，(�  �����…，(�  �����…�を用いても

よい。

�解説

$

% &' �

��

����右図より

　�VLQ
K

�
 
'&

$'
 
�

�

　�FRV
K

�
 
$&

$'
 
�

�

よって

　VLQK �VLQ
K

�
FRV

K

�
 �･

�

�
･
�

�
 
��

��

����VLQ
�

��
S VLQ� ��

S

�

S

�
 VLQ

S

�
FRV

S

�
�FRV

S

�
VLQ

S

�

　　　　　 (�
�
･
(�
�
� (�
�
･
�

�
 (� � 
�(� �

�

　　　　　!
����� � 
����� �

�
 �����…!VLQK

��K�
S

�
�において�VLQK �は単調に増加するから

　�K�
�

��
S�

-48-



確認問題�

��辺の長さが��，��，���である三角形において，長さが���，���である

��辺によって挟まれる角の大きさを�K�とする。このとき，Q ��K

�� 
�Q � ��となる整数�Q�の値を求めよ。

�解説

K

��

��

�

2 �7
�7

��7

��7

��7

�

WDQK 
�

��
�より

　�WDQ�K 
�WDQK

�� �WDQ K
 

�･
�

��

��
�

� �
�

��

 
���

���

　�� WDQ����WDQ�K ��
�

���
　……�①

N����N 
 �，�，�，……，�� ��を表す動径と

直線�[ ��の交点を� N7 �とすると

角の二等分線の定理より

　� �7 �7 � �7 �7 �……� ��7 ��7 �

よって

　
�

��
� ��7 ��7 � ��7 ��7 �

　���
�

��
��� ��7 ��7  WDQ���

したがって

　�WDQ����WDQ�K�WDQ���

WDQ\ �は����\�����で単調増加より，

　������K���� �　��������K����　��Q ���
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確認問題�

WDQ� ��は有理数か。

�解説

WDQ�� �が有理数であると仮定すると

WDQ  �D
�WDQD

�� �WDQ D
より

WDQ��，WDQ��，WDQ��，WDQ���，WDQ���，WDQ��� �

はすべて有理数となる

このとき，WDQ��� WDQ � 
���� ��  
�WDQ��� WDQ��

�� WDQ��� WDQ��
�であるから

WDQ��� �は有理数となる

ところが�WDQ��� (� �より，(� �は無理数であるから矛盾

よって，WDQ�� �は有理数ではない
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確認問題�

次の問いに答えよ。ただし，S�は円周率を表す。

���　半径が���の円に外接する正十二角形の面積を求めよ。

���　����の結果を用いて，��D�(� �のとき次の不等式が成り立つこと

を示せ。

　　　　S�
��

�D �

���　S������を示せ。

�解説

2

$ %+

���

����正十二角形の隣り合った���つの頂点を�$，%�とし，

円の中心を�2，円と辺�$%�の接点を�+�とする

　��$2+ 
�

�
�$2% 

�

�
･
����
��
 ���

　�$% �$+ �2+WDQ���

　　　　　　 �WDQ � 
���� ���

　　　　　　 
�� 
�WDQ��� WDQ���
�� WDQ��� WDQ���

　　　　　　 ���(�

よって，求める面積を�6�とすると

　�6 ���
�

�
$%�2+ �����(�

������D�(� �のとき，
��

�D �
�は�D (� �で最小となり，

その最小値は�
��

�(� �
 �����(� �より

　�6 �����(� �
��

�D �
�

また，半径���の円の面積�S�6�より

　�S�
��

�D �
�

��������より，�S�
��

�(� �
 �����(�

������(� �であるから，�����(� ������･������ ������より

　�S������������
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確認問題�

���　VLQ�K �を�VLQK �を用いて表せ。

���　VLQ
�S

�
 VLQ

�S

�
�に着目して�FRV

S

�
�と�VLQ

S

�
�の値を求めよ。

���　積�VLQ
S

�
VLQ
�S

�
VLQ
�S

�
VLQ
�S

�
�の値を求めよ。

�解説

����省略

����VLQ
�S

�
 VLQ� ��S

�S

�
 VLQ

�S

�
�より

　��VLQ
S

�
FRV

S

�
 �VLQ

S

�
�� �VLQ

S

�

VLQ
S

�

��であるから，両辺�VLQ

S

�
�で割って

　��FRV
S

�
 ��� �VLQ

S

�

　��FRV
S

�
 ����� �� �FRV

S

�

　�� �FRV
S

�
��FRV

S

�
�� ��

FRV
S

�
!��より，�FRV

S

�
 
�� (�
�

�

VLQ
S

�
!��より

　�VLQ
S

�
 ) �� �FRV

S

�
 ) ��

�

� �
�� (�
�

 )
�� (�

�

����VLQ
�S

�
 VLQ

�S

�
���VLQ

�S

�
 VLQ� ��S

S

�
 VLQ

S

�
より

　与式 �VLQ
S

�
�VLQ
�S

�
 � �VLQ

S

�
�FRV
S

�

　� �
�

� �)
�� (�
�

�

� �
�� (�
�

 �
�

� �
�� (�

�

�

� �
�� (�

�
�

　� �･
�

� �
�(� �

�

�

� �
�(� �

�
� �

�

� �
� 
�(� � � 
�(� �

��
� 
�

��
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確認問題�

���　WDQK �が有理数ならば，FRV�K �も有理数であることを示せ．

���　WDQK �が有理数ならば，VLQ�K �も有理数であることを示せ．

�解説

有理数の和，差，積，商は有理数である

����FRV�K � �FRV K�� �･
�

�� �WDQ K
�� 

�� �WDQ K

�� �WDQ K

よって，�WDQK �が有理数ならば，FRV�K �も有理数である

����VLQ�K �VLQKFRVK �WDQK �FRV K

　　　� �WDQK･
�

�� �WDQ K
 

�WDQK

�� �WDQ K

よって，�WDQK �が有理数ならば，VLQ�K �も有理数である
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�チェビシェフ多項式

例�

[�の整式� QI � 
[ ��Q 
 ���������… �を

　��
 �I � 
[  ���� �I � 
[ [�

 �Q �I � 
[ �� Q[I � 
[ �Q �I � 
[ �� 
 Q ������…
�

で定める．

����方程式� �I � 
[  ��を解け．

���� QI � 
FRVK  FRVQK �Q 
 ���������� �を示せ．

����FRV
S

��
��FRV

�S

��
��FRV

�S

��
�� FRV

�S

��
�の値を求めよ．

�解説

���� �I � 
[  � �[I � 
[ � �I � 
[  �
�[ ���

�I � 
[  � �[I � 
[ � �I � 
[  �[��
�[ 
�� �[ � �[ ��[�

�I � 
[  � �[I � 
[ � �I � 
[  �[��
�[ 
��[ � ��

�[ 
��  � �[ �� �[ ���

�I � 
[  � �[I � 
[ � �I � 
[  �[��
�[ �� �[ 
�� ���

�[ 
��[ �

　　　　　　　　　� �� �[ ��� �[ ��[�

�I � 
[  ��となるのは

　��� �[ ��� �[ ��[ ��

　�[���
�[ ��� �[ 
��  ��

　�[ ��� �[  
��� �(�
��

�　��[ ����
( ��� �(�

�
���

( ��� �(�

�
�

����Q �����のとき成り立つ

Q N����N���N ������… ���のとき成り立つと仮定して

　� �N �I � 
FRVK  FRV � 
�N � K �� NI � 
FRVK  FRVNK �

Q N���のとき成り立つことを示す

　� �N �I � 
FRVK  �FRVK NI � 
FRVK � �N �I � 
FRVK �

　　　　　� �FRVKFRVNK�FRV � 
�N � K �

　　　　　� �FRV � 
�N � K ��FRV � 
�N � K �FRV � 
�N � K ��積和公式�

　　　　　� FRV � 
�N � K �

よって，Q N���のときも成り立つ

以上から数学的帰納法より，�

QI � 
FRVK  FRVQK �Q 
 ���������… �が成り立つ
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Q�Q �����������のときだけ示せばよいから，加法定理を利用してゴリゴ

リ計算してもよい。

�������より，� �I � �FRV
S

��
 FRV

S

�
 ��であるから，

FRV
S

��
�は� �I � 
[  ��の解である

同様にして，�FRV
�S

��
��FRV

�S

��
�FRV

�S

��
��FRV

�S

��
�も� �I � 
[  ��の解であり，

��\�S�で�FRV\ �は単調減少であるから，これらの���つの値はすべて

異なり，� �I � 
[  ��の解はこれらですべてである

よって，

　�FRV
S

��
 ( ��� �(�

�
���FRV  

�S

��
( ��� �(�

�
�

　�FRV
�S

��
 �( ��� �(�

�
���FRV

�S

��
 �( ��� �(�

�
�

本問のように，

　� QI � 
FRV W  FRVQW ���Q ���������…��

によって定義される�Q�次の多項式� QI � 
[ ��すなわち，�FRV�の�Q�倍角の公

式を�FRVW �で表して，�[ FRV W �と置き換えた多項式��を，�第���種�チェビ

シェフ多項式といいます。与えられた漸化式がどのようにして導かれた

かだけ確認しておきます。�Q ���������…�として

　�FRV � 
�Q � W�FRV � 
�Q � W �FRVQWFRV W ���和積公式��

　�FRV � 
�Q � W �FRV WFRVQW�FRV � 
�Q � W �

　�� �Q �I � 
[  � Q[I � 
[ � �Q �I � 
[ �

この漸化式により，本問で示したように第���種チェビシェフ多項式�

QI � 
[ �の存在性が証明されます。
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例�

��K�S�とし，W FRV�K �とおく。
VLQ�K

VLQK
�と�
VLQ�K

VLQK
�をそれぞれ�W�を用

いて表すと�
ア

� �と�
イ

� �となる。VLQ�K ��となる�K�のうち，

��K�S�において最小のものの値は�
ウ

� �である。したがって，

FRV
�

�
S �の値は�

エ

� �である。

�解説

�ア��
VLQ�K

VLQK
 

��VLQK � �VLQ K

VLQK
 ��� �VLQ K

　　　　� ���･
�� FRV�K

�

　　　　� �FRV�K�� �W��

�イ��VLQ�K VLQ � 
��K K

　　　　� VLQ�KFRVK�FRV�K VLQK

　　　　� �VLQ�KFRV�K ･FRVK�� 
�� �FRV �K � VLQK

　　　　� �VLQK �FRV KFRV�K�� 
�� �FRV �K � VLQK �

　　　　� VLQK� ���� 
�� FRV�K FRV�K � 
�� �FRV �K �

　　　　� VLQK ��
�FRV �K��FRV�K 
�� �

よって

　�
VLQ�K

VLQK
 � �W ��W��

�ウ��VLQ�K ��

　��K QS��Q�は整数��　��K 
Q

�
S

��K�S�において最小のものは�K 
S

�

�エ��K 
S

�
�のとき，�

VLQ�K

VLQK
 ��であるから

�イ��の結果より

　� �W ��W�� �

W FRV
�

�
S!��より，�W 

��� (�
�

�　��FRV
�

�
S 

��� (�
�
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QJ � 
FRV W  
VLQQW

VLQW
���VLQQW QJ � 
FRVW VLQW �����Q ���������…��

によって定義される�Q���次の多項式� QJ � 
[ �を，�第���種�チェビシェフ多

項式といいます。これも同様に漸化式を得ることができます。

VLQ  �W �VLQWFRVW �より

　� �J � 
[  ��� �J � 
[  �[�

Q ���������…�として

　�VLQ � 
�Q � W�VLQQW �VLQ � 
�Q � WFRVW ���和積公式��

　�VLQ � 
�Q � W �VLQ � 
�Q � WFRV W�VLQQW �

　� �Q �J � 
FRV W VLQ W � �Q �J � 
FRV W VLQWFRV W� QJ � 
FRV W VLQW �

　　　　　　　　� �� �Q �J � 
FRV W FRVW �� QJ � 
FRV W VLQW �

よって

　� �Q �J � 
[  � �Q �[J � 
[ � QJ � 
[ �

第���種チェビシェフ多項式と初項，第���項は異なりますが，同じ漸化式

を得ることができます。

第���種チェビシェフ多項式と第���種チェビシェフ多項式と合わせてチェ

ビシェフ多項式といいます。
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