
���　階差数列

����階差数列

　数列�� �QD �の隣り合う���つの項の差

　� QE  �Q �D � QD ��Q 
 ���������… �

を項とする数列�� �QE �を数列�� �QD �の階差数列といいます。例えば，

数列����������������������…�の階差数列は，�����������������…�となり，

初項���，公差���の等差数列である。

　階差数列を用いて，もとの数列の一般項を表すことを考えます。

　数列�� �QD �の階差数列を�� �QE �とするとき

　� �D � �D  �E �

　� �D � �D  �E �

　� �D � �D  �E

　…�

　� QD � �Q �D  �Q �E �

これらをすべて加えると，�Q���のとき

　� QD � �D  �E � �E � �E �…� �Q �E �

　�� QD  �D �
 N �

�Q �

& NE �

よって，数列�� �QD �とその階差数列�� �QE �について，次のことが成り立ち

ます。

階差数列と一般項

数列�� �QD �の階差数列を�� �QE �とすると

Q���のとき，� QD  �D �
 N �

�Q �

& NE �

例�

数列�� �QD �が� �D  �， �D  �， �D  ���を満たすとする。数列�� �QD �の階差数

列が等差数列であるとき� QD  
ア

� �である。また，数列�� �QD �の階差

数列が等比数列であるとき� QD  
イ

� �である。

 解説
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数列�� �QD �の階差数列を�� �QE �とすると

　� �E  �D � �D  �， �E  �D � �D  �

� �QE �が等差数列のとき，公差は� �E � �E  ��より

　� NE  ����N 
��  �N

よって，Q���のとき

　� QD  �D �
 N �

�Q �

& NE  ��
 N �

�Q �

& �N ���･
�

� �
Q� 
� Q 

�Q �Q���…①

Q ��のとき� �� ���� ��より，①�は�Q ��のときも成り立つ

したがって

　� QD  
ア ���Q Q ����Q����

� �QE �が等比数列のとき，公比は�
�E

�E
 � �より

　� NE  �･
�N ��  N�

よって，Q���のとき

　� QD  �D �
 N �

�Q �

& NE  ���･
��Q �� �

�� �
 Q� ���…②

Q ��のとき� �� �� � �より，②�は�Q ��のときも成り立つ

したがって

　� QD  
イ �Q� � ���Q����

例�

数列�����
ア

����������������
イ

������……�の第�
ウ

�項は�����で

ある．また，最初の����項の和は�
エ

�である．

 解説

���� �D ���������������� �D ������…を�� �QD �とし，�� �QD �の階差数列を�� �QE �とする

と，�� �QE �は

　� �E �� �E ����������� �E �� �E ��…

より，� QE  ��Q 
�� �と考えられる

Q���のとき

　� QD  �D �
 N �

�Q �

& NE  ���
 N �

�Q �

& �� 
�N �
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　　� ����･
�

� �
Q 
�� �Q 
��  Q�Q 
�� �

この� QD �は� �D  ���も満たす．

よって，� �D  
ア��， �D  

イ��

QD  ����のとき

　�Q�Q 
��  ���

　� �Q ��Q���� ��

　��Q 
�� �Q 
���  �

Q�は自然数より，Q ��

したがって，����は第�ウ���項である

��6  
 N �

��

& N� 
�N �  
�

�
･��･��･����･

�

�
･��･�� 

エ����

例�

��つの数列�� �QD ��� �QE ��� �QF �があり，その各項の間に

　 QE  �Q �D � QD ��Q ���������……��

　 QF  �Q �E � QE ��Q ���������……��

なる関係があるものとする．

���　数列�� �QF �が，初項���，公差����の等差数列であり，更に� �D  ��� �E

 ��であるときに，数列�� �QD �の一般項� QD �を求めよ．

���　 QD �の最大値およびそのときの�Q�の値を求めよ．

 解説

���� NF  ����N 
�� ･� 
��  ��N����

Q���のとき

　� QE  �E �
 N �

�Q �

& NF  ��
 N �

�Q �

& � 
���N �� �

　　� ���Q 
�� Q����Q 
�� �� �� �Q ���Q����

これは�Q ��のときも成り立つ�

また，�Q���のとき

　� QD  �D �
 N �

�Q �

& NE  ��
 N �

�Q �

& � 
���� �N ��N �� �

　　� ��
�

� �
Q 
�� Q��Q 
�� �

��

� �Q 
�� Q����Q 
�� �

　　� � �Q ��� �Q ���Q����
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これは�Q ��のときも成り立つ

���� �Q �D � QD  QE  ��
�Q ���Q����

　　　　　　　� �� 
��� �Q ��Q ��  �� 
�Q � ��Q 
�� �

�Q��!��より�

　�Q���のとき� �Q �D � QD !��より，� �Q �D ! QD �

　�Q ��のとき� �Q �D  QD �

　�Q!��のとき� �Q �D � QD �

よって

　� �D � �D ��……�� �D � �D  ��D ! ��D ! ��D !�……

したがって，�Q ������のとき最大で

　最大値�����

Q�� �QE �を第���階差数列，�� �QF �を第���階差数列といいます。

例�

次の数列�� �QD �の一般項を以下の手順で求めよ．

　　　　　�，�，�，��，��，��，��，���，……

���　数列�� �QD �の階差数列を�� �QE �とする． �E ， �E ， �E ， �E ， �E �を求めよ．

���　数列�� �QE �の階差数列は等差数列である．数列�� �QE �の一般項を求め

よ．

���　����の結果を用いて，数列�� �QD �の一般項を求めよ．

 解説

QD ：��　��　�　��　��　��　��　���

QE ：　�　���　�　��　���　��　��

��　��　��　��　���　��

���� �E  ���� �E  ���� �E  ���� �E  ����� �E  ��

����数列�� �QE �の階差数列を� �QF �とおくと，� �QF �は等差数列より

　� QF  ����Q 
��  �Q��

Q���のとき

　 QE  �E �
 N �

Q

&  NF ��
 N �

�Q �

& � 
��N �

　　 ���･
�

� �
Q 
�� Q���Q 
��  

�

� �
� �Q ��Q 
�� �
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これは�Q ��のときも成り立つ

よって，� QE  
�

� ��
�Q ��Q 
�� ���Q����

����Q���のとき

　� QD  �D �
 N �

�Q �

& NE  ��
 N �

�Q �

&
�

� � 
��� �N �N �

　　� 
�

� ���
�

� �Q 
�� Q��Q 
�� �
�

� �Q 
�� Q���Q �
��

　　� 
�

� �
�Q �� �Q ���Q 
��

これは�Q ��のときも成り立つ

よって，� QD  
�

� �
�Q �� �Q ���Q 
�� ���Q����

����数列の和と一般項

　数列�� �QD �の第�Q�項� QD �と初項から第�Q�項までの和� Q6 �との関係を調べ

ます。Q���のとき，

　� Q6  � �D � �D � �D �… 
� �Q �D � QD �

　� Q6  �Q �6 � QD 　�� QD  Q6 � �Q �6 �

また，� �6  �D �

よって，次のことが成り立ちます。

数列の和と一般項

数列�� �QD �の初項から第�Q�項までの和を� Q6 �とするとき

　� �D  �6 �

　�Q���のとき，� QD  Q6 � �Q �6 �

例�

����数列�� �QD �について，
 N �

Q

& ND  
�Q �であるとき，

 N �

Q

&
�

ND �を求めよ．

����初めの�Q�項の和� Q6 �が� Q6  
�Q ��Q���で与えられる数列�� �� QD � ����Q

 �，�，……���がある．この数列の一般項� QD �を求めよ．

����初項から第�Q�項までの和が� Q� �である数列において，第���項，第���項

，第���項，…… と順次���つおきにとって新たに定められた数列の第�Q�

項��Q 
�� �を求めよ．
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 解説

���� Q6  
 N �

Q

& ND  
�Q �とおく

　� �D  �6  ��

Q���のとき

　� QD  Q6 � �Q �6  �Q � �
� 
�Q �  �Q���

これは�Q ��のときも成り立つから

　� QD  �Q����Q 
��

このとき

　�
 N �

Q

&
�

ND  
 N �

Q

&
�

� 
��N �  �
 N �

Q

&
�N ��

 N �

Q

& N�
 N �

Q

& �

　　　　 
�

�
Q�Q 
�� ��Q 
�� ��Q�Q 
�� �Q

　　　　 
�

�
Q���Q 
�� ��Q 
�� ���Q 
�� ���

　　　　 
�

�
Q��

�Q 
��  
�

�
Q��Q 
�� ��Q 
��

���� �D  �6  ����� �

Q���のとき

　  QD  �Q6 �Q �6 ����Q �Q � � ���� �
� 
��Q �� �� 
��Q �� ��

  ����Q �Q � � 
��� �Q �Q �� ��Q �

これは�Q ��のときは満たさないので

　� QD  �
��� 
 Q �

��Q ��� 
�Q �
�

����最初に与えられた数列を�� �QD �とし，初項から第�Q�項までの和を� Q6 �

とすると，

�D  �6  �

Q���のとき

　� QD  Q6 � �Q �6  Q� � �Q ��  �･ �Q ��

これは�Q ��のときは満たさない

�D �� �D �� �D ��……��� ��Q �D ��…�を�� �QE �とすると

　� �E  �，Q���のとき，� QE  ��Q �D  �･ ��Q �� �

　�� QE  �
��� 
 Q �

･� ��Q �� �� 
�Q �
�
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例�

数列�� �QD �について，すべての自然数�Q�に対して

　�
 N �

Q

& NND  Q�Q 
�� �Q 
�� �Q 
�� �

が成り立っている。

���　 �D  
ア

� ， �D  
イ

� �である。

���　 QD  
ウ

� �である。

���　 Q6  
 N �

Q

& ND �とおくとき， Q6  
エ

� �である。

 解説

���� �D  �･�･�･� ���

�D �� �D  �･�･�･��　�� �D  
�

� ���� 
���  ���

���� QE  QQD �とおくと，�
 N �

Q

& NND  
 N �

Q

& NE �

Q6  
 N �

Q

& NE  Q�Q 
�� �Q 
�� �Q 
�� �とおくと，

�E  �6  ���

Q���のとき

　� QE  Q6 � �Q �6 �

　　� Q�Q 
�� �Q 
�� �Q 
�� ��Q 
�� Q�Q 
�� �Q 
�� �

　　� Q�Q 
�� �Q 
�� ��Q 
�� ��Q �
��  �Q�Q 
�� �Q 
�� �

これは�Q ��のときも満たす

QE  QQD �より

　� QQD  �Q�Q 
�� �Q 
�� �　�� QD  ��Q 
�� �Q 
�� �

���� Q6  
 N �

Q

& �� 
�N � � 
�N �  �
 N �

Q

& � 
���N �N �

　　 ��
�

�
Q�Q 
�� ��Q 
�� ��･

�

�
Q�Q 
�� ���Q

　　 
エ �

�
Q� 
���Q �Q ��
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確認問題�

数列�� �QD ，� �QE �は次の条件を満たしている。

　　　　　 �D  ���， �D  ���， �D  ���

　　　　　� �QE �は�� �QD �の階差数列

　　　　　� �QE �は等差数列

また， Q6  
 N �

Q

& ND �とする。

���　一般項� QD ， QE �を求めよ。

���　 Q6 �を求めよ。

���　 Q6 �が最小となるときの�Q�を求めよ。

 解説

����数列�� �QE �の初項を� �E �，公差を�G�とすると

　� QE  �E ��Q 
�� G�

� �QE �は�� �QD �の階差数列より

　� QD  �D �
 N �

�Q �

& NE ���Q����

　　� ����
 N �

�Q �

& � ���E � 
�N � G �

　　� �����Q 
�� �E �
�

� �
Q 
�� �Q 
�� G�

これは�Q ��のときも成り立つ

�D  ���， �D  ����より

　�� �E �G ������� �E ��G ����

　�� �E  �����G ��

よって，

　� QE  ������Q 
��  �Q����

　� QD  �������Q 
�� ���Q 
�� �Q 
��  � �Q ���Q�

���� Q6  
 N �

Q

& � 
�� �N ��N � �･
�

�
Q�Q 
�� ��Q 
�� ���･

�

�
Q�Q 
��

　　� 
�

�
Q�Q 
�� ����Q 
�� ����  

�

�
Q�Q 
�� ��Q 
���

���� QD  Q��Q 
��� �より

��Q���のとき� QD ���，Q���のとき� QD !��より

Q6 �が最小となるときの�Q�は�Q �
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確認問題�

��つの数列�� �Q[ ，� �Q\ ，� �Q] �は，次の���つの条件を満たすとする。

　�D�　 �[  D， �[  E， �[  F， �[  �， �\  F， �\  D， �\  E

　�E�　� �Q\ �は�� �Q[ �の階差数列である。

　�F�　� �Q] �は�� �Q\ �の階差数列である。

　�G�　� �Q] �は等差数列である。

このとき，数列�� �Q[ ，� �Q\ ，� �Q] �の一般項を求めよ。

 解説

�D�，�E�より

　　F E�D， �D F�E，�E ��F�　��D �，E �，F �

�F��より，� �]  D�F ��� ����� �]  E�D ��� �

� �Q] �は等差数列で，初項� �]  ��，公差� �] � �]  ��� 
��  ��より

　� Q]  ����Q 
�� ･� �Q��

　� Q\  �\ �
 N �

�Q �

& � 
��N � ���Q����

　　� ���･
�

� �Q 
�� Q���Q 
��

　　� ���Q�Q 
�� ���Q� 
�  �
�

� 
�Q � �

これは�Q ��のときにも成り立つ

よって，� Q\  �
�

� 
�Q � ���Q����

　� Q[  �[ �
 N �

�Q �

& � 
��� �N �N � ���Q����

　　� ���･
�

� �Q 
�� Q��Q 
�� ��･
�

� �
Q 
�� Q��� 
�Q �

　　� 
�

� �
Q 
�� ��

�Q �Q���Q 
���

　　� 
�

� �
Q 
�� ��

�Q ���Q� 
��

これは�Q ��のときにも成り立つ

よって，� Q[  
�

� �Q 
�� ��
�Q ���Q� 
�� ���Q����
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確認問題�

初項から第�Q�項までの和が， Q6  �
�Q ��� �Q ���Q�である数列�� �QD �の

中で， QD !��を満たす項の総和を求めよ。

 解説

�D  �6  �
�� ���･ �� ���･� ���

Q���のとき

　� QD  Q6 � �Q �6

　　� � �Q ��� �Q ���Q���
�

� 
�Q � ��� �
� 
�Q � ����Q �
��

　　� �� �Q ���Q���

QD !��となるとき

　� �Q ���Q���!��

　�� �Q ���Q������　�

　��Q 
�� ��Q 
�� ���　��Q ��������������

よって求める和�6�は

　�6 �6 � �6  �
�� ��� 
･� � ������ 
��� �

　　　　　� ����� ���

-283-



確認問題�

初項から第�Q�項��Q 
�� �までの和� Q6 �が�Q�に関する���次の整式� Q6  
�Q

� �SQ �TQ�U�で与えられる数列�� �QD �がある．

���　数列�� �QD �の一般項を求めよ．

���　数列�� �QD �の階差数列�� �QE �が等差数列になるための定数�S��T��U�に関

する条件を求め�また，そのときの等差数列�� �QE �の初項と公差を求めよ．

 解説

���� �D  �6  ��S�T�U

Q���のとき

　 QD  Q6 � �Q �6 �

　� �Q �S �Q �TQ�U� �
� 
�Q � �S �

� 
�Q � �T�Q 
�� �U�

　� � �Q ��Q���S��Q 
�� �T�

　� � �Q ���S 
�� Q�S�T���

��� �E  �D � �D  ����S 
�T ����S�T 
�U  �S�U��

Q���のとき

QE  �Q �D � QD

　� � �
� 
�Q � ���Q 
�� ���S��Q 
�� �T�� �Q ��Q���S��Q 
�� �T�

　� �Q��S�

� �QE �が等差数列になる条件は

Q���のときは等差数列なので

Q ��のとき，��Q��S �S�U���が成り立てばよいから

　����S �S�U���　��U �　　

このとき，

　初項� �E  �S��，公差��
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確認問題�

数列�� �QD �は，数列�� �
QS QD �の初項�S �D �から第�Q�項� QS QD �までの和が� QT �に

等しいものとする。ただし，S
��とする。

���　 QD �を求めよ。

���　 Q6  �D � �D ��……�� QD �を求めよ。

 解説

����Q ��のとき，� �SD  T�　�� �D  
T

S
�

Q���のとき

　� �SD � �S �D ��……�� �Q �S �Q �D � QS QD  
QT �…①

　� �SD � �S �D ��……�� �Q �S �Q �D 　　　��� �Q �T �…�②

①－②より

　� QS QD  
QT � �Q �T  �T 
�� �Q �T

　�� QD  
� 
�T � �Q �T

QS
 
�T �

S

�Q �

� �
T

S

����ⅰ��
T

S
 ���すなわち��S T��のとき

　� �D  �， QD  
�S �

S
���Q 
��

�6  �D  �

Q���のとき

　� Q6  ��
�S �

S �Q 
��  
�� 
�S � Q �

S

これは�Q ��のときにも成り立つから

　� Q6  
�� 
�S � Q �

S
���Q����

�ⅱ��
T

S

���すなわち��S
T��のとき

�6  �D  
T

S

Q���のとき

　� Q6  
T

S
�

 N �

Q

&
�T �

S

�N �

� �
T

S
 

T

S
� � 
�T � T

�S
�

��
�Q �

� �
T

S

��
T

S
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