
���　空間図形の計量

����空間図形の計量

例�

あるタワーが立っている地点�.�と同じ標高の地点�$�からタワーの先端

の仰角を測ると����であった。また，地点�$�から�$% �����P��となる

ところに地点�%�があり，�.$% ����および��.%$ ����であった。

このとき，$.�の距離は�
ア

�P，タワーの高さは�
イ

�P�であ

る。

 解説

3

$
%

.

����P

���

���

���

�$.% ����� ���� 
����  ���

△.$%�において，正弦定理より

　
$.

VLQ���
 

���

VLQ���

　��$. 
���VLQ ���
VLQ���

 ���･
(�
�

･(�

　　　　　　　　　　 ア��(� ���P�

タワーの先端を�3�とすると，タワーの高さ�3.�は

　3. $.WDQ��� ��(� ･
�

(�
 イ��(� ���P�

例�

$
%

&'

( )

*
+

�(�

�

(�

図のような直方体�$%&'���()*+�がある。

�$&) K�とすると，FRVK 
ア

�であり，

△$)&�の面積は�
イ

�である。また，点�%

から�△$)&�に垂線�%3�を下ろすとき，%3�の

長さは�
ウ

�である。

 解説

三平方の定理より

　$& �，�&) ( ��� �
� 
(�  �，)$  ( ��� 
�(�

�
� 
(� (��
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△$&)�において，余弦定理より

　�FRVK 
���� �� �

� 
(��

�･�･�

　　　 
�

��
 

ア �

�

△$)&�の面積を�6�とすると，

　�6 
�

�
$&･&)VLQK

　 
�

�
･�･�･) ��

�

� �
�

�
 イ�(�　

四面体�%�$&)�の体積�9�は

　�9 
�

�
･
�

�
･�･(� ･�(�  

�(��
�
�

また，�9 
�

�
6･%3�より

　�
�

�
･�(� ･%3 

�(��
�

　��%3 
ウ

(��

�

例�

正四面体�$%&'�の辺�%&�を��：��に内分する点を�(�とし，�$(' K�

としたとき，FRVK �の値を求めよ。

 解説

$

%

&

'

(

�

�

K

$& D�とすると，(& 
�

�
D

△$&(�において，余弦定理より

　� �$(  �D �
�

� �
�

�
D ���D�

�

�
D�FRV���

　　　 �D �
�

��
�D �
�

�
�D  
��

��
�D

$(!��より，$( (��
�

D

$( '(�より，'( (��
�

D
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△$('�において，余弦定理より

　FRVK 

��
��

��
�D
��

��
�D �D

���
(��

�
D (��

�
D

 
�

��

例�

��辺の長さが���である正四面体�$%&'�がある。頂点�$�から底面�%&'�

に下ろした垂線の足を�+�とするとき，次の問いに答えよ。

���　$+�の長さを求めよ。

���　�$'+ K�とするとき，FRVK �の値を求めよ。

���　正四面体の体積を求めよ。

 解説

&

'

+

$

%

0
�

�

����%&�の中点を�0�とすると，

　�$0 '0 �(� �

△$0'�において，余弦定理より

　�FRV  K
���� �

� 
�(�
�

� 
�(�

･･� � �(�
 
�

(�
�

　　　　　　　　　　　　　　　���$'+ K��

���K�����であるから，�VLQ !K � �より

　�VLQ  K (�
�
�

よって，

　�$+ $'VLQ  K ･�
(�
�
 �(� �

T

+�は，△%&'��正三角形��の重心である。

辺�%&�の中点を�0�とすると，+�は，線分�'0�を��：��に内分するから

　�'+ 
�

�
'0 �(�

　�$+ ( ��$' �'+  ( ��� �
� 
�(�  (��  �(�

����FRVK 
�

(�
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����正四面体の体積を�9�とすると

　�9 
�

�
△%&'･$+

　 
�

�
��
�

�
･� �･�VLQ��� ��(�  ��(�

例�

四面体�2$%&�において，%& ��，&$ ��，FRV�%$& 
�

��
，2$

 ��，�2$% �2$& ����であるとき，辺�$%�の長さおよび四面体�

2$%&�の体積を求めよ。

 解説

��

��

��

$

2

&

%

$% [�とおくと，

△$%&�において，余弦定理より

　� ���  �[ � ��� ��[･��FRV�%$&

　���� �[ �������[･
�

��

　� �[ ���[���� �

　��[ 
�� �[ 
���  �

[!�より，�[ ���　��$% ��

VLQ�%$& ( �� �FRV �%$&  ) ��
�

� �
�

��
 
��

��
�

△$%&�の面積を�6�とすると，

　�6 
�

�
$%･$&VLQ�%$& 

�

�
･��･��･

��

��
� ���

次に，四面体�2$%&�の体積を�9�とすると，

�2$% �2$& ����であるから，△$%&�を底面とみると，辺�2$�が

高さとなるから，

　�9 
�

�
6･2$ 

�

�
･���･�� ����

平面�3�と直線�O�が点�2�で交わるとき，�O�が�2�を通る�3�上の���直線に垂

直ならば，直線�O�と平面�3�は垂直となります。

体積の問題では，まず，ある平面に垂直な辺がないかを考えます。あれ

ば，それが高さとなり，すぐに体積が求まります。
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例�

四面体�$%&'�において，$% �，$& $' �，%& %' �，&'

 ��であるとする。

���　三角形�%&'�の面積を求めよ。

���　四面体�$%&'�の体積を求めよ。

���　辺�&'�の中点を�0，点�%�から直線�$0�へ下ろした垂線と直線�$0�

の交点を�+�とする。このとき，線分�%+�の長さを求めよ。

 解説

�

�

%

& 0 '

&

'

$

%

�����%&'�は，%& %' ��の二等辺三角形

であるから，辺�&'�の中点を�0�とすると，

　�%0�&'

　�%0 ( ��%& �&0  (�

よって，△%&'�の面積を�6�とすると，

　�6 
�

�
&'･%0 �(�

����△$%&�において

　� �$&  �$% � �%&

△$%'�において

　� �$'  �$% � �%'

よって，

　��$%& �$%' ���

したがって，

　�$%�� 
平面�%&'

よって，四面体�$%&'�の体積を�9�とすると，

$

0

+

%

　�9 
�

�
△%&'･$% 

�

�
･�(� ･� �(�

����△$%0�の面積を���通りで表して，

　�
�

�
$0･%+ 

�

�
･(� ･�

$0 ( ��$& �&0  ��より

　�%+ �(� �　��%+ 
�(�
�
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すべての面が，���辺の長さが���，残りの辺の長さが�D�の二等辺三角形である四面体

2$%&�がある．  $% D�とするとき

���　辺�$%�の中点を�0�とするとき，三角形�20&�の面積を�D�の式で表せ．

���　四面体�2$%&�の体積を求めよ．

例�

四面体�$%&'�において，$% �，%& (��，&$ �，'$ '%

 '& ��とし，頂点�'�から�△$%&�に垂線�'+�を下ろす。

このとき，'+�の長さは�
ア

� ，四面体�$%&'�の体積は�
イ

� �で

ある。

 解説

$

%

&

'

+

'$ '% '&�より，

$��%��&�は，'�を頂点とし，��点�$��%��&�を通る

円の周および内部を底面とする直円錐の底円の

周上にあるから，+�は，△$%&�の外心である

�$%&�において，余弦定理より

　�FRV�%$&  
���� �� �

� 
(��

�･�･�
 
�

�

　���%$& ����　��VLQ�%$& 
(�
�

�$%&�において，正弦定理より

　�$+ 
%&

�VLQ�%$&
 (��

�･
(�
�

 (��

(�

　�'+ ( ��$' �$+  ) ���
�

� �
(��

(�
 

ア
(��

�

よって，四面体�$%&'�の体積�9�は

　�9 
�

�
△$%&･'+ 

�

�
�
�

�
$%･$&VLQ�%$&�'+

　　　　　　　　　 
�

�
�
�

�
･�･�･

(�
�
�

(��
�
 イ

(��

��つの頂点から出る���つの辺の長さがすべて同じものがあるとき，それ

らの���つの辺は，その���つの頂点を頂点とする直円錐の母線となるから，

��つの辺の頂点以外の端点は，円錐の底円上にあり，頂点からその底円
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に下ろした垂線の足は，底円の中心�����つの辺の頂点以外の���つの端点

を結んだ三角形の外心�となります。それを手がかりとして，高さを求

めます。
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����外接球・内接球

例�

�辺の長さが�D�の正四面体�$%&'�において

���　隣り合う���つの面のなす角を�K�とするときの�FRVK �の値を求めよ．

���　四面体の体積�9を�D�を用いて表せ．

���　四面体に外接する球の半径�5�を�D�を用いて表せ．

���　四面体に内接する球の半径�U�を�D�を用いて表せ．

 解説

����頂点�$��'�から辺�%&�に垂線を下ろすと，各面が正三角形であること

から，ともに垂線の足は，辺�%&�の中点�0�となることより�K �$0'

$0 '0 (�
�

D�であるから，△$0'�において，余弦定理より　

　FRVK 

��
�

�
�D
�

�
�D �D

･･�
(�

�
D (�

�
D

 
�

�

����$�から�△%&'�に下ろした垂線の足を�+�とすると，

+�は，'0�上にあるから，

　$+ $0VLQK

ここで，�VLQK ( �� �FRV K  
�(�
�
�より

　$+ (�
�

D･
�(�
�
 (�
�

D

四面体�$%&'�の体積�9�は

$

2

' 0+

　�9 
�

�
･
�

�
･D･D･VLQ��� ･

(�
�

D (�
��

�D

����+�は，△%&'�の重心より

　�'+ 
�

�
'0 (�

�
D�

2+ $+�$2 (�
�

D�5�

△2'+�において，三平方の定理より

　� �5  
�

� ��(�

�
D 5 �

�

� �
(�

�
D �
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　�
�(�
�

D5 �D �　��5 
(�
�

D�

����四面体$%&' 四面体2$%&�四面体2$%'�四面体2$&'�四面

体2%&'より

　�(
�

��
�D  �･

�

�
･
�

�
･D･D･VLQ���･U �

　�(� D �(� U �　��U 
(�
��

D�

例��

半径�U�の球面上に���点�$，%，&，'�がある．四面体�$%&'�の各辺の長

さは，$% (� ，$& $' %& %' &' ��を満たしている．こ

のとき�U�の値を求めよ�

 解説

'$ '% '&�より，'�から�△$%&�に下した垂線の足�+�は，△$%&�

の外心に等しい。△$%&�は，&$ &%�の二等辺三角形より

&

$ %0

+

&�から�$%�に下した垂線の足を�0�とすると

　�&0 ) ���
�

� �
(�
�

 (��
�
�

△$%&�の外接円の半径を�[�とすると

△$+0において，三平方の定理より

　� �[  
�

� ��(��

�
[ �

�

� �
(�

�
�

'

　�(�� [ ��　��[ 
�(��
��

�

& 0+

2

また，△'$%�も�'$ '%�の二等辺三角形より

'�から辺�$%�に垂線を下ろすと垂線の足は�0

となる

�&0' K�とすると

△&'0�において，余弦定理より

　�FRV  K  

��
�

� �
(��

�

�

� �
(��

�
��

･･�
(��
�

(��
�

�

��
�　��VLQ  K

��

��
�
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よって

　�'+ '0VLQ  K (��
�

･
��

��
 
�(��
��

��

外接円の中心を�2�とすると，

△2&+�において，三平方の定理より，

　� �U  
�

� �
�

(��
�

�

� ��
�

(��
U

　�
��

(��
U ��　��U 

(��
�
�

例��

四角錐�2$%&'�において，底面�$%&'�は���辺の長さ���の正方形で�

2$ 2% 2& 2' (� �である。

���　四角錐�2$%&'�の高さを求めよ。

���　四角錐�2$%&'�に内接する球�6�の半径を求めよ。

���　内接する球�6�の表面積と体積を求めよ。

 解説

����2�から底面�$%&'�に下ろした垂線の足を�+�とする

$�と�%�の中点を�0，&�と�'�の中点を�1�として，2，0，1�を含む平面

でこの四角錐を切ると，+�は�0�と�1�の中点であるから，

　�0+ ��，�20 ( ��� 
(�
��  ��

　�2+ ( ��� ��  (� �

2

0 1+

3

����2，0，1�を含む平面は，球の中心�3�も含むから，

球の半径を�U�とすると，△3+1�において，

△201 △320�△301�△312�より

　�
�

�
･�･(�  

�

� ���� 
�� U �

　��U 
(�
�
�　

����表面積は，��S
�

� �
�

(�
 
�

�
S�

体積は，�
�

�
S

�

� �
�

(�
 
�(�
��

S�
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����展開図

例��

��辺の長さが���の正四面体�$%&'�がある。辺�%'�上に�%( ��となるよ

うに点�(�をとると，四面体�$%&(�の体積は�
ア

� �である。また，辺�

$&�上に点�3，辺�$'�上に点�4�をとり，線分�%3，34，4(�のそれぞれ

の長さを�[，\，]�とおく。3�と�4�を動かして，[�\�] �を最小にする

とき，[�\�] �の値は�
イ

� �となる。

 解説

$

%

&

'

0+

(

�

�

�ア��点�$�から�△%&'�に下ろした垂線を�$+�と

すると，+�は，△%&'�の外心かつ重心である

&'�の中点を�0�とすると

　%+ 
�

�
%0 �(�

よって

　$+ ( ��$% �%+  ( ��� �
� 
�(�  �(�

したがって，四面体�$%&(�の体積�9�は

%

% �

% ��

'

&

$

(
4

3

�
�

�

　9 
�

�
△%&(･$+

　 
�

�
･
�

�
･�･�VLQ���･�(�  

ア��(�

�イ��[�\�] �が最小となるのは，右の展開図の

ように�%，3，4，(�が一直線上に並ぶとき

である

右の展開図より，△%% �(�において，余弦定理より

　 �%(  ��� � �� ��･��･�FRV��� ���

%(!��であるから，求める最小値は，%( イ�(�
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例��

点�+�を中心，線分�%&�を直径とする円を底面とし，点�2�を頂点とする

円錐を考える。ただし，線分�2+�は底面に対して垂直であるとする。

�図����は円錐の表面の展開図の底面以外の部分である。�図����のように底

面に平行な平面で円錐を切断する。この切断面の円と母線�2%�との交点

を�$，母線�2&�との交点を�'，直線�2+�との交点を�*�とする。さらに，

線分�$%�上に点�(�をとる。�図����で線分の長さが�$' �，%& �，*+

 �(�，$( ��のとき，次の問いに答えよ。

2

$

'

*
3

(

&

+

%

�図���

K

2
$ $

'(

3
% %

&

�図���

���　線分�$%�の長さを求めよ。

���　線分�2$�の長さと，この展開図の扇形の中心角�K�の大きさを求め

よ。

���　円錐の表面上で，底面を横切らずに，点�%�から母線�2&�上の点を

経て点�(�に至る最短距離を，この展開図を利用して求めよ。

���　母線�2&�と�����の最短距離を与える線の交点を�3�とする。線分�&3�

の長さを求めよ。

 解説

����△2$*�4�△2%+�であり，相似比は��：��であるから

　�2+ �(� �，�2% ( ��� �
� 
�(�  �� �

よって，�$% ��

����2$ ��

2

(

%

$ $
　��S･��･

K

���
 �S･��　��K �����

����2( 2$�$( �

余弦定理より

　� �%(  �2( � �2% ��2(･2%FRV����
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　　　 �� � ��� ��･�･��･� ��
�

�
� ���

2

(

%

��� ���

3

%(!��より，�%( (���  �(�

����23�は，�%2(�の二等分線である

23 [�とおくと，

△2%(� △2(3��△2%3�より

　�
�

�
･�･��･VLQ���� 

�

�
･�･[･VLQ����

�

�
･��･[･VLQ���

　���(�  
�

�
(� [�　��[ ��

よって，&3 2&�23  ���� �

����正多面体

例��

$

%

&

'

3

4

5

6
7

8

右の図は，��辺の長さが���である正四面体�$%&'�

の各辺の中点をとり，それらをそれぞれ�3，4，

5，6，7，8�として正八面体�345678�を作った

ものである。

���　��点�4，7�を結ぶ線分の長さを求めよ。

���　正八面体�345678�の体積を求めよ。

���　正八面体�345678�の各面の重心をとり，辺を共有して

　いる面の重心を線分で結ぶと，正八面体�345678�の内部

　に立方体を作ることができる。この立方体の体積を求めよ。

 解説

����線分�47�は，四角形�4875�の対角線である

　48 87 75 54 
�

�
$% �

四角形�4875�は，��辺が���の正方形であるから，

その対角線�47 �(�

����正八面体�345678�は，底面が正方形�3865，高さが�
�

�
47�の���つ

の正四角錐に分けられる

38 86 65 53 ��であるから，求める体積� �9 �は
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3 5

8 6

4
�

�

�0

�*

�0
�*

　 �9  �
�

�
･ �� �･

�(�
�

�� 
��(�
�

����△453，△438�の重心をそれぞれ� �* ， �* �

とする

また，辺�35，38�の中点をそれぞれ� �0 ， �0 �

とすると

　 �0 �0  �(�

　 �* �*  
�

� �0 �0  
�(�
�

これが題意の立方体の���辺の長さであるから，求める体積� �9 �は

　 �9  
�

� �
�(�

�
 
���(�

��
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確認問題�

三角錐�$%&'�において辺�&'�は底面�$%&�に垂直である．$% ��で，

辺�$%�上の���点�(，)�は，$( () )% ��を満たし，�'$& ���，

�'(& ���，�'%& ����である．

���　辺�&'�の長さを求めよ．

���　K �')&�とおくとき，FRVK �の値を求めよ．

 解説

� � �$

%

&

'

(

���
��� ���

)

����&' [�とおくと

　$& (� [，&( [，%& 
[

(�

�&$% \�とおくと，

△$&(�において，余弦定理より

　� �[  �� � �
� 
(� [ ��･�･(� [･FRV\ �

　��� �[ ��(� FRV ･\ [�� ��…①

△$&%�において，余弦定理より

　�
�

� �
[

(�
 �� � �

� 
(� [ ��･�･(� [･FRV\ �

　��� �[ ���(� FRV ･\ [��� ��…②

��①�②より

　��� �[ ��� ��

[!��より，�[ 
�(�
�
�　��&' 

�(�
�
�　P

[

(�(� [

� � �
$ %

&

( )

[

�������より

　$& 
�(��
�
��FRV  \

��

�(��

△$&)�において，余弦定理より

　 �&)  
�

� �
�(��

�
� �� ��･

�(��

�
･�･

��

�(��
 
��

�
���

��

�
 
�

�

&)!��より，&) 
�

(�

　') ( ��&' �&)  ) �
�

� �
�

(�

�

� �
�

(�
 (�

よって，FRVK 
&)

')
 
�

(�
	(�  

(��
��

　P
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確認問題�

��辺の長さが���の正四面体�2$%&�の辺�%&�上に点�3�をとり，線分�%3�

の長さを�[�とする．

���　三角形�2$3�の面積を�[�で表せ．

���　3�が辺�%&�上を動くとき三角形�2$3�の面積の最小値を求めよ．

 解説

�����△$%3�において，余弦定理より

2

$

%

&
3

　� �$3  �� � �[ ��･�･[･FRV��� �

　　　 �[ �[���

$3!��より，�$3 ( ���[ [ � �

同様に，�23 ( ���[ [ � �

3�から�2$�に垂線�3+�を下ろすと，

△2$3�は，32 3$�の二等辺三角形より

　�3+ ( ��$3 �$+  ) ���[ [
�

�
�

△2$3�の面積�6�は

　�6 
�

�) ���[ [
�

�
�　P

����6 
�

�) �
�

� ��[
�

�

�

�
����[ 
�� �

[ 
�

�
�のとき最小で，

　最小値　�(
�

�
�　P
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確認問題�

四面体�2$%&�において，2$ 2% %& &$ �，2& $% �(� �と

する。また，辺�$%�の中点を�0�とする。

���　FRV�2$% 

ア

�

イ

�
)

ウ
� ，20 )

エ

� �であり，

　三角形�2$%�の面積は�)
オ

� �である。

���　FRV�20& 

カ

�

キ

�
�であり，三角形�20&�の面積は�)

ク

�

�である。

���　四面体�2$%&�の体積は�

ケ

�

コ

�
)

サ
� �である。

���　点�3�が辺�%&�上を動くとき，23�のとりうる値の範囲は

　　　　　　　　　

シ

�

ス

�
)

セ
� �23�

ソ
�

　である。

 解説

2

$ &

0

1

����△2$%�において，余弦定理より

　FRV�2$% 
���� �

� 
�(�
��

･･� � �(�

　　　　　 
�

･･� � �(�
 

�

�(�
 

ア�
イ�

(ウ� �P

△2$%�は，二等辺三角形であるから，

%20�は，$%�の垂直二等分線より

　20 ( ��2$ �$0  ( ��� �
� 
(�  (� �　P

△2$%�の面積� �6 �は

　 �6  
�

�
$%･20 

�

�
･�(� ･(�  (オ��　P

����△2$%�△&$%�より，�&0 20 (�
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△20&�において，余弦定理より

　FRV�20& 
���� 
(�
�

� 
(�
�

� 
�(�

･�(� (�
 
�

･� �
 

カ�
キ�
　P

辺�2&�の中点を�1�とすると，

△20&�は二等辺三角形で，01�は辺�2&�の垂直二等分線より

　01 ( ��20 �21  ( ��� 
(�
�

� 
(�  (�

△20&�の面積� �6 �は

　 �6  
�

�
01･2& 

�

�
(� ･�(�  (ク��　P

����20�$%，&0�$%�より，△20&�$%

四面体�2$%&�の体積を�9�とすると

　9 ��� 
四面体�2$0&�の体積

　 ��
�

�
△20&･$0

　 ��
�

�
(�� ･(�  

ケ�
コ�

(サ�　P

����△2$%���△%&2�であるから，△%&2�の面積は�(�� �

2�から辺�%&�に下ろした垂線の長さを�K�とすると

　△%&2 
�

�
･%&･K�　��K 

�(��
�

よって

　
シ�
ス�

(セ�� �23�ソ�　P

T
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確認問題�

四面体�$%&'�において，$% &' �，$& %' �，%& ��である。

���　FRV�$%& 
ア

�であり，△$%&�の面積は�
イ

�である。

���　$'�のとりうる長さの範囲は�
ウ

�$'�
エ

�である。

���　$%&'�の体積は，$' 
オ

�のとき最大となり，その最大値は

�
カ

�である。

 解説

�

�

�
�

�

$

%

&

'

����△$%&�において，余弦定理より

　FRV�$%& 
���� �� ��

･･� � �
 

ア �

�
　P

　VLQ�$%& ( �� �FRV �$%&

　　　　　  ) ��
�

� �
�

�

�(�

�

△$%&�の面積�6�は

　6 
�

�
%$･%&VLQ�$%& 

�

�
･�･�･

�(�
�
 

イ ��(�

�
　P

%

&

'

6*
+

����$�を平面�%&'�に含まれるところ�6�から，

%&�を軸として，△$%&�を�$�と�%&�に関

して対称であるところ�*�まで回転させると

考える

$'�を�%&�を軸として回転させた円柱を

考えると，右図において，

6

$

*

三平方の定理より，6*�6$�であるから，

　�6'�$'�*'�

6+ 6%VLQ  �$%&
�(�
�
�

%+ 6%FRV  �$%&
�

�
�であるから，

6' %&��%+ ��，�*' ( ��� 
�(�
��  (�� �より

　�ウ��$'�エ
(�� �　P
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����$+��平面%&'�のとき，体積�9�は最大で，このとき，

　�$' ) ��
�

� �
�(�
�

�

� �
�(�
�

��  (���
�
�

　�9 
�

�
･
��(�
�

･
�(�
�
 
���

�
�　P

確認問題�

$% �，%& �，&$ ��および�2$ 2% 2& W�を満たす四面体�2

$%&�がある。

���　�%$&�を求めよ。

���　△$%&�の外接円の半径を求めよ。

���　��つの頂点�2，$，%，&�が同一球面上にあるとき，その球の半径

が最小になるような実数�W�の値を求めよ。

 解説

����△$%&�において，余弦定理より

　FRV�%$&  
���$% �&$ �%&

�$%･&$
 

���� �� ��

�･�･�
 
�

�

　���%$& ���　P

����△$%&�の外接円の半径を�5�とすると，正弦定理より

　
%&

VLQ�%$&
 �5

$ %

&

+

3

2

　��5 
%&

�VLQ�%$&
 

�

�VLQ���
 

�

�･
(�
�

 
�(�
�

　P

����2$ 2% 2&�より，$��%��&�は，2�を頂点

とし，$��%��&�を通る円の内部および周を底面

とする直円錐の底円の周上にある

これが球の中心を含む平面となるとき，

外接球の半径は最小となる

このとき，外接球の半径は�
�(�
�
�より

　�W (� ･
�(�
�
 
�(�
�
�　P
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確認問題�

$ %

&'

(

)図はある三角錐�9�の展開図である。ここで�

$% �，$& �，%& �，�$&' ����で

�△$%(�は正三角形である。このとき，9�の

体積を求めよ。

 解説

9�の底面を△$%&�として組み立てたものを

$ %

& '��(��)�

0

上から見ると，図のようになる

'��(��)��から�$��%��&�を含む平面に下ろした垂線を

'+�，$%�に下ろした垂線を�'0�とすると，

　�'+ ( ��'0 �+0  ( ��� 
�(�
��  (� �

よって，�9�の体積は

　�
�

�
･△$%&･'+ 

�

�
･
�

�
･�･�･(�  �(� �　P

確認問題�

��辺の長さが���の正二十面体�:�のすべての頂点が球�6�の表面上にある

とき，次の問いに答えよ。なお，正二十面体は，すべての面が合同な正

三角形であり，各頂点は���つの正三角形に共有されている。

���　正二十面体の頂点の総数を求めよ。

���　正二十面体�:�の���つの頂点を�$，頂点�$�からの距離が���である���

つの頂点を�%，&，'，(，)�とする。VLQ��� 
( ��� �(�

�
�を用いて，

正五角形�%&'()�の外接円の半径�5�と対角線�%(�の長さを求めよ。

���　��つの頂点�'，(�からの距離が���である���つの頂点のうち，頂点�$

�でない方を�*�とする。球�6�の直径�%*�の長さを求めよ。

���　球�6�の中心を�2�とする。△'(*�を底面とする三角錐�2'(*�の体

積を求めよ。

 解説
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$

) '

(

% &

*

(

) '

% &

+

� ���

������つの面の頂点の数は��，面の数は���，

��つの頂点に集まる面の数は���より

　
�� ��

�
 �����個�　P

����正五角形�%&'()�の外接円は�△%()�の

外接円と等しい

△%()�において，正弦定理より

　
()

VLQ���
 �5　��5 

�

( ��� �(�

)�から�%(�に下ろした垂線を�)+�とする

　FRV��� ( �� �VLQ ���  )
�� �(�

��

　　　　　　　　　　　� 
�� (�
�

　%( �%+ �%)FRV��� 
�� (�
�

　P

%
(

2

*

���　頂点�%，(，*�は球�6�の表面上にあり，

%*�は球�6�の直径であるから，△%(*�は直角

三角形である

　 �%*  �%( � �(*

　　 
�

� �
�� (�

�
� ��  

��� �(�
�

2

'
*

,

(

　��%* 
( ��� �(�

�
　P

����△'(*�の外心��重心��を�,�とすると，2,�が

三角錐�2'(*�の高さである。

　*, 
�

�
･
(�
�
 (�
�
�

　 �2,  �2* � �*,  
��� �(�
��

�
�

�
 

��� �(�
��

　��2, 
�� (�

�(�

よって，三角錐�2'(*�の体積�9�は

　�9 
�

�
･
�

�
･�･�･�VLQ��� ･

�� (�

�(�
 
�� (�
��

　P
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U

この結果から，正��面体の体積は，2�を頂点として，各面を底面とす

る三角錐をすべて足したものであるから，

　���･
�� (�
��

 
�� 
�� (�
��

�
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�等面四面体

　��つの面が合同な三角形からなる四面体を等面四面体といい，等面四

面体は，必ず直方体に埋め込むことができます。この定理を知っている

と簡単に解ける問題があるので，知っていて損はない。

例�

四面体�$%&'�は，��つの面のどれも���辺の長さが��，�，��の三角形で

ある。この四面体�$%&'�の体積は� �である。

 解説

$

%

&

'

(

)

D

E

F

�

�

�

*

+

四面体�$%&'�は，図のような直方体に埋め

込むことができる。

直方体の辺の長さを�$( D，%( E，

&( F �とおくと

　 �D � �E  �� ， �E � �F  �� ， �F � �D  ��

　�� �D  ��， �E  ��， �F  ��

D!�，E!�，F!��より

　D (��，E �，F �(�

四面体�$%&'�は，直方体から，��つの四面体�$%&(，%&'+，$&')，

$%'*�を切り取ったものであるから，求める体積は

　DEF���� �
�

�
･
�

�
･DEF  

�

�
DEF 

�

�
･(�� ･�･�(�  ��(��
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例�

半径�U�の球面上に異なる���点�$，%，&，'�がある。

　　　　　　$% &' (�，$& $' %& %' (�

であるとき，U�を求めよ。

 解説

$

$

%

&

'

D�

E�

F�

四面体�$%&'�は，等面四面体より，

右の図のような直方体に埋め込める

直方体�辺の長さを，図のように�D��E��F�とおくと

　� �D � �E  ��� �E � �F  ��� �F � �D  ��

　�� �D  ��� �E  ��� �F  ��

　��D ���E ���F ��

この直方体に外接する球の半径が�U�であるから

直方体の対角線の長さは�( ���� �� ��  (� �より

　�U (�
�

例�

���　半径���の球が正四面体のすべての面に接しているとき，この正四面

体の���辺の長さは� �である。

���　半径���の球が正四面体のすべての辺に接しているとき，この正四面

体の���辺の長さは� �である。

 解説

����正四面体の���辺の長さを�D�とする

正四面体は，等面四面体であるから，

��辺の長さが�
D

(�
�の立方体に埋め込める

よって，正四面体の体積�9�は，

　�9 
�

� �
D

(�
��･

�

�
･
�

�
･

�

� �
D

(�
 (�
��

�D �

四面体の内接球の中心を�2�とすると，

四面体�$%&'� �四面体�2$%&���四面体�2$%'���四面体�2$&'

��四面体�2%&'�より
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　�(
�

��
�D  �･

�

�
･
�

�
･D･D･VLQ ･��� �

　�(� D �(� �　��D �(� �

$
%

&'

( )

*

+

����正四面体は，図のような立方体�$%&'�()*+�

に埋め込めるから，

���より，正四面体のすべての辺に接する球の半径

は�
D

�(�
�より

　�
D

�(�
 ��　��D �(� �

　次に，等面四面体ができる条件について考えてみます。一般に，

　等面四面体ができる�&�各面が鋭角三角形である

が成り立ちます。実際に大学入試で出題された問題で確認してみます。

例��は，��の証明で名古屋大，例��は，��の証明で京都大で出題された

ものです。

例�

　四面体�$%&'�において，

　$% &'��$& %'��$' %&

が成立するならば，三角形�$%&�は鋭角三角形であることを示せ．

 解説

$

%
'

$

% &

' '


&

条件より，四面体�$%&'�は

　△$%&���△&'$���△%$'

の等面四面体である

�%$&� �D���$%&� �E���$&%� �F�とすると，

　�%$'� �E���&$'
 �F�

D�E�F �����であるから，

D�����とすると，E＋F�����であり，

$%�と�$&�を折り目として折っても

$'�と�$'
を重ねて立体��四面体��を作ること

ができないので矛盾

よって，�D�����　同様にして，�E��F�����

したがって，△�$%&�は鋭角三角形である
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例�

△$%&�は鋭角三角形とする．このとき，各面すべてが�△$%&�と合同

な四面体が存在することを示せ．

 解説

$

%

&

D

E

F

[

]

\
3

�縦，横，高さの長さがそれぞれ�[��\��]�である

直方体から，図のように，��つの四面体を切り

取って四面体を作ると，各面すべてが�△$%&

と合同な四面体が得られる．

また，�$%&��$3&�であるから，�$%&�は，

鋭角であり，同様に，�%&$���&$%�も鋭角

なので，△$%&�は，鋭角三角形である．

これを前提として，�

%& D，&$ E，$% F�とする．

△$%&�は，鋭角三角形より

　 �D � �E ! �F ， �E � �F ! �D ， �F � �D ! �E �…①

�前提より�� �[ � �\  �D ， �\ � �]  �E ， �] � �[  �F �とすると

　��
�[  
�

� ��
�F � �D 
� �E � ， �\  

�

� ��
�D � �E 
� �F � ， �]  

�

� ��
�E � �F 
� �D � �

①より，��つの式の右辺は，いずれも正であり，これらを満たす正の数�

[，\，]�が存在するから，図のような直方体が存在し，そこから図のよ

うに���つの四面体を切り取って四面体を作ると，各面すべてが�△$%&

と合同な四面体が得られる．

したがって，△$%&�が鋭角三角形ならば，各面すべてが�△$%&�と合

同な四面体は存在し，その四面体は，直方体に埋め込むことができる。
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