
���　二項定理

����二項定理

　� Q
� 
�D E �の展開式は，一般に，�&��コンビネーション�を用いて表すこ

とができます。この等式を二項定理といいます。

例えば，

　� �
� 
�D E  �D ��DE� �E

　� �
� 
�D E  �D �� �D E�� �DE � �E �

について，その係数がどのようにして定まるかを考えます。

　� �
� 
�D E  �D 
�E �D 
�E �

　　　　� �D �DE�ED� �E �

　　　　� �D ��DE� �E �

��行目から分かるように，展開してできる項は，すべて前の�　�から���

つの項，後ろの�　�から���つの項を選んでかけてできています。その結

果，すべての���次の項が重複を含めて� Q� �個出てきます。そして，その

係数は，それぞれの項をつくる組合せが何通りあるかということです。

�D �の項は，��個の�　�から�D�を���回選んでできているから，��個の�　�か

ら�E�を���個選ぶ選び方だけできるので，係数は� ��& �，

DE�の項は，��個の�　�から�D�を���回，E�を���回選んでできているから，�

個の�　�から�E�を���個選ぶ選び方だけできるので，係数は� ��& �，

�E �の項は，��個の�　�から�E�を���回選んでできているから，��個の�　�か

ら�E�を���個選ぶ選び方だけできるので，係数は� ��& �となります。

よって

　� �
� 
�D E  ��&

�D � ��& DE� ��&
�E

となります。�E�を何個選んだかに着目をするのは，� NQ& �の�N�が昇順に

なるようにするためです。�D�を何個選んだかに着目して，

　� �
� 
�D E  ��&

�D � ��& DE� ��&
�E �

としても� NQ&  �Q NQ& �が成り立つことから同じことです。� �
� 
�D E �につ

いては，各自で考えてみて下さい。一般に，次のことが成り立ちます。

二項定理

　� Q
� 
�D E  �Q&

QD � �Q&
�Q �D E�…� NQ&

�Q ND NE �…� QQ&
QE �
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二項定理における� NQ&
�Q ND NE �の項を，� Q

� 
�D E �の展開式の一般項といい，

係数� NQ& �を二項係数といいます。

一般に， Q
� 
�D E �の展開式における� �Q ND NE �の項は，�Q�個の�　�から�E�を

�N�個選ぶ選び方だけできるので，係数は， NQ& �となります。

例�

次の式の展開式を求めよ。

���� �
� 
�D E �

���� �
� 
�[ � �

�解説

���� �
� 
�D E  ��&

�D � ��&
�D E� ��&

�D �E � ��&
�D �E � ��&

�DE � ��&
�E �

　　　　� �D �� �D E��� �D �E ��� �D �E �� �DE � �E �

���� �
� 
�[ �  �

� ��[ � 
�� �

 ��&
�[ � ��&

�[ ･� 
�� � ��&
�[ �
� 
�� � ��&

�[ �
� 
�� � ��& [ �

� 
�� � ��&
�

� 
�� �

 �[ ��� �[ ��� �[ ��� �[ ���[����

例�

�
� 
�[ �\ �の展開式における� �[ �\ �の係数を求めよ。

�
� 
��[ � �の展開式における� �[ �の係数を求めよ。

�解説

����展開式の� �[ �\ �の項は

　� ��&
�[ �
� 
��\  ���� �[ �\ �

よって，係数は����

����展開式の� �[ �の項は

　� ��&
�

� 
�[
�

� 
��  ��� �[ �

よって，係数は���

例�

����
�

� ��[
�
�[
�を展開したときの�[�を含まない項を求めよ．

����
�

� ��� �[
�
�[
�の展開式における� �[ �の係数と定数項を求めよ．

�解説
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����展開式の定数項は，

　� ��&
�[

�

� ��
�
�[
 ����

����展開式の� �[ �の項は，

　� ��&
�

� 
� �[
�

� ��
�
�[
 �� �[ �

よって，係数は���

定数項は，

　� ��&
�

� 
� �[
�

� ��
�
�[
 ����

例�

��
� 
��[ \ �の展開式における� ��� N[ N\ �の係数を�I � 
N �で表す．ただし，N

 �，�，�，……����とする．

���　I � 
N �I � 
�N � �を満たす�N�をすべて求めよ．

���　I � 
N �の最大値はいくらか．

�解説

����I � 
N  N��& ･
��� N�  

･��� ��� N�

N�� 
��� N �
�，

I � 
�N �  �N ���& ･ �� N�  
･��� �� N�

� 
�N � �� 
�� N �

I � 
N �I � 
�N � のとき，�I� 
N !��より

　�
I� 
�N �

I� 
N
!��

　� � 
��� N

�� 
�N �
!��　����N!��N 
�� �　��N�

�

�
�

よって，�N ��������

次のように差の形にしてもよい。

　I � 
N �I � 
�N � ��

　
･��� ��� N�

N�� 
��� N �
�

･��� �� N�

� 
�N � �� 
�� N �
��

　
･��� �� N�

� 
�N � �� 
��� N � ���N 
�� ���� �
�N ��

　
･��� �� N�

� 
�N � �� 
��� N � ��N 
�� ��
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･��� �� N�

� 
�N � �� 
��� N �
!��より，�N�

�

�

よって，N �������

��������より

N���のとき，�I � 
N �I � 
�N �

N���のとき，�I � 
N !I � 
�N � より

　�I� 
� �I� 
� �I� 
� �I� 
� !I� 
� !I� 
� !…!I� 
�� �

よって，�N ��のとき最大

このとき，最大値は

　I � 
�  ���& ･
��  ���･��� �����

本問のように，�&��コンビネーション�を含む最大最小の問題は，�I� 
N �と

I�N 
�� �の間に共通にかけられているものが多くあるので，商をとると

多くのものが約分でき，差をとると多くのものが共通にくくれるので，

商か差をとって，それぞれ������と比べるのが定石となります。

����多項定理

　� Q
� 
��D E F �� Q

� 
���D E F G �…�の展開式を一般的に表したものを多項

定理といいます。�項が���つの場合，次のことが成り立ちます。項が���

つ以上の場合も同様のことが成り立ちます。

多項定理

Q
� 
��D E F �の展開式の� SD TE UF ��S����T����U����S�T�U 
 Q �の項は，

　�
Q�

S�T�U�
SD TE UF �　�これを一般項といいます�

考え方は，二項定理と同じです。� Q
� 
��D E F �の展開式の� SD TE UF �の項は，

Q�個の�　�から�D�を�S�個，�E�を�T�個，�F�を�U�個選ぶ選び方だけできるの

で，その係数は，�D�を�S�個，�E�を�T�個，�F�を�U�個の計�Q�個を並べる並

べ方の個数に等しいから，

　�
Q�

S�T�U�
�

となります。� Q
� 
��D E F �の展開式は，�S��T��U�を�S����T����U����S�T

�U Q�を満たすように動かしてすべて足したものになります。

例�
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���� �
� 
� ���[ \ �]� �を展開して整理すると，項の数は全部で�

ア

，

�[\ �] �の係数は
イ

�である．

���� �
� 
�[ � �

� 
�[ � �を展開したとき， ��[ �の項の係数は�
ア

�である。

また， �
� 
���[ [ � �を展開したとき， ��[ �の項の係数は�

イ

�である。

����
�

� ����[ [
�

[
�を展開したときの�[�の係数を求めよ。

�解説

����項の数は，｜を���個用意して，�[�｜�\�｜�]�と部屋を作り，〇を���個

並べて，それぞれの部屋に入る〇の数がそれぞれの次数になると考えて，

これらを並べる並べ方だけ異なる項ができるから，

　�
��

����
 ���個

�[\ �] �の項は

　�
��

������ � 
�[
�

� 
�\ �
� 
��]  ����� �[\ �] �

よって，係数は�����

����まず，� �
� 
�[ � �

� 
�[ � �の� �
� 
�[ � �� �

� 
�[ � をそれぞれ展開して，� ��[ �の

項を作るには，前の�　�と後の�　�から次数がそれぞれ������������������������

の項を選べばよいから，

　� ��& � ��&
�

� 
�� � ��& � ��& � 
�� � ��& � ��&  ������� ��

T

�
� 
�[ � �

� 
�[ �  �
� 
�[ � �

� 
��[ � �

後は同様にして，

　� ��& � ��& � 
�� � ��& � ��&  ���� ��

さらに，

　� �
� 
�[ � �

� 
�[ �  �
� 
�[ � �

� 
��[ �  �
� 
����[ �[ [ �

として，多項定理を用いてもできます。�

�
� 
���[ [ � �の展開式の一般項は，

　�
��

S�T�U�
S

� 

�[ T[  

��

S�T�U�
��S T[ ����S��T��U����S�T�U 
 � �

�S�T ���となるとき，
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　�� 
S��T��U  � 
������� ��� 
������� �

よって，� ��[ �の係数は

　�
��

������
�

��

������
 ���� ���

����展開式の一般項は，

　
��

S�T�U�
S

� 

�[ T[ �

U

� �
�

[
 

��

S�T�U�
���S T U[ �����S��T��U����S�T�U ��

�S�T�U ��となるとき，

　�� 
S��T��U  � 
������� ��� 
�������

よって，[�の係数は

　
��

������
�

��

������
 ������ ���
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����二項定理の利用

　二項定理は，剰余の問題，整数問題，微分法等様々な場面で利用され

ます。

例�

次の値の十進数での下位���桁を求めよ．

���　 ������ 　　　　　　　　������　 ����� 　　　　　　　　　����　 �����

�解説

���� ������  ���
� 
���� � �

 ����&
������ � ����&

����� �…� �����&
���� � �����&

���� � �����& ���� ������& �

 ��� 1��������������������1�は自然数�

よって，下���桁は������

���� �����  ��
� 
���� � �

 ����&
������ � ����&

����� �…� �����&
���� � �����&

���� � �����& ���� ������& �

 ��� 0��������������������0�は自然数�

よって，下���桁は������

���� �����  �･ �����  � ����
� 
��� � �

�������&  �����&  ����･���･����� �������&  �����&  ���･���･���･����より

 �� �����&
������ �…� �������&

��� � �������&
��� � �������&

��� � �������& ��


� ��������&

 ��
��� /��������������� 
�� ���/�は自然数�

 ��
��� / 
��������� �

 �･ ��� /�����������

よって，下���桁は������

例�

�
� 
����� �の百の位の数字を求めよ。また，小数第���位の数字を求めよ。

�解説

�
� 
�����  �

� 
���� ���

 ��&
�

� 

��� � ��&

�
� 


��� ･���� ��&
�

� 

��� �

� 
��� � ��&
�

� 

��� �

� 
��� � ��&
�

� 

��� �

� 
���

　　　　　　　　　　　� ��&
�

� 

��� �

� 
��� � ��& ･
��� �
� 
��� � ��&

�
� 
���

 ���� ��･ ���� ���･ ��� ���･ ��� ���･ ��� ���･����� �
� 
��� �

�
� 
���

 ��� 1���･ ��� ���･����� �
� 
��� �

�
� 
��� ���1�は自然数�
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 ��� 1��������������������������

 ��� 1�������������

よって，

　百の位の数字は��，小数第���位の数字は��

例�

一般に� �Q& � �Q& [� �Q&
�[ ��……�� QQ&

Q[ �という和の結果を利用すれ

ば，

　　　���� �Q& � �Q& � �Q& ��……�� QQ&  
ア

� 　であることがわかる．

また，前式の各項に，交互に正負をつけた次のような場合も簡単になる．

　　　　 �Q& � �Q& � �Q& � �Q& ��……��
Q

� 
�� QQ&  
イ

�

�解説

�Q& � �Q& [� �Q&
�[ ��…�� QQ&

Q[  Q
� 
�� [

�ア��[ ��を代入して，

　� �Q& � �Q& � �Q& ��…�� QQ&  
Q

� 
�� �  Q�

�イ��[ ���を代入して，

　� �Q& � �Q& � �Q& � �Q& ��…��
Q

� 
�� QQ&  
Q

� 
�� �  �

�ア�については，�Q�人から何人かを選ぶとき，その選び方は，��人を選

ぶ，��人を選ぶ，…，�Q�人を選ぶの�Q���通りあり，これらの組合せの

総数は，

　� �Q& � �Q& � �Q& ��……�� QQ& �通り

です。一方，�Q�人から何人かを選ぶ選び方は，�Q�人それぞれが，選ば

れるか，選ばれないかのそれぞれ���通りあるので，� Q� �通りの選び方が

あります。よって，

　� �Q& � �Q& � �Q& ��…�� QQ&  
Q�

が成り立つと考えてもよい。�

例�

Q�を自然数とするとき，次の問いに答えよ．

���　
 N �

Q

& NQ&  
Q� �を示せ．
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���　��N�Q�のとき�
NQ&

�N ��Q �&
�を簡単にせよ．

���　
 N �

Q

& ･N NQ&  Q･
�Q �� �を示せ．

�解説

���� Q
� 
�� [  

 N �

Q

& NQ&
N[ �に�[ ��を代入して，

　�
 N �

Q

& NQ&  
Q�

���� NQ&  
Q�

N�� 
�Q N �
， �N ��Q �&  � 
�Q � �

� 
�N � �� 
�Q N �
�より

　
NQ&

�N ��Q �&
 

Q �

N�

� 
�Q � �

� 
�N � �

 
Q

N
　

　���N･ NQ&  Q･ �N ��Q �& ���これもよく用いられる公式です。

����
 N �

Q

& ･N NQ&  �･ �Q& ��･ �Q& �…�Q･ QQ& �

���から，�N･ NQ&  Q･ �N ��Q �& �より

　　　　　�　 Q ��Q �& �Q ��Q �& �…�Q �Q ��Q �& �

　　　　　�　 Q
 N �

�Q �

& N�Q �& �

����から，�
 N �

�Q �

& N�Q �&  
�Q �� より

　　　　　�　 Q･ �Q �� �

T

次のように，微分を利用して求めることもできます。

　� Q
� 
�� [  �Q& � �Q& [� �Q&

�[ �…� QQ&
Q[ �

両辺�[�で微分して，

　�Q �Q �
� 
�� [  �Q& ��･ �Q& �…�Q･ QQ&

�Q �[ �

[ ��を代入して，

　� �Q& ��･ �Q& �…�Q･ QQ&
�Q �[  Q･ �Q �� �

例��

���　整数�Q，U�が�Q��，��U�Q�を満たすとする。このとき，U･ UQ&
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 Q･ �U ��Q �& �が成り立つことを示せ。

���　S�を素数とし，整数�U�が���U�S���を満たすとする。このとき，

US& �が�S�で割り切れることを示せ。

���　S�を���以上の素数とする。二項定理を用いた式� S
� 
�[ �  

 U �

S

& US&
U[ �

を利用して， S� �を�S�で割った余りが���であることを示せ。

���　S�を���以上の素数とする。 S� �を�S�で割った余りを求めよ。

�解説

���� UQ&  
Q �

U�� 
�Q U �
 
Q

U
･

� 
�Q � �

� 
�U � �� 
�Q U �
 
Q

U �U ��Q �& �

　���U･ UQ&  Q･ �U ��Q �& �

�������より

　�U･ US&  S･ �U ��S �&

�U ��S �& �は整数であるから，�U･ US& �は�S�の倍数である

S�は素数，��U�S���であるから，�U�と�S�は互いに素より，

US& �は�S�の倍数，すなわち，�S�で割り切れる

���� S�  �S& � �S& �…� �S �S& � SS& �

���から，� US& ��U ������…��Q 
�� �は�S�の倍数より

　� S�  S1�����1�は自然数�

S���より，� S� �を�S�で割った余りは��

���� S�  �S& � �S& ･�� �S& ･
�� �…� �S �S& ･ �S �� � SS& ･

S� �

���から，� US& ��U ������…��Q 
�� �は�S�の倍数より

　� S�  S0� S� �����0�は自然数�

S���，���から� S� �を�S�で割った余りは���より

S� �を�S�で割った余りは��

一般に，�S�が素数のとき，任意の整数�Q�に対して， SQ �を�S�で割った余

りは�Q�であるという定理が成り立ちます。これをフェルマーの小定理

といいます。

確認問題�

���　 �
� 
�D �E �の展開式で， �D E�の係数は�

ア

， �D �E �の係数は�

イ

�である．また�
�

� ���[
�

[
�の展開式で， �[ �の係数は�

ウ

，定
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数項は�
エ

�である．

���　P�を���以下の正の整数とする．
P

� ���[
�

[
�の展開式で���でない定数

項が出てくるような�P�の値をすべて求めると�
オ

�である．また�

�

� ����[
�

[
� �の展開式の定数項は�

カ

�である．

�解説

�����ア�� ��& ･
�� ･� 
��  ����　P

�イ�� ��& ･
�� ･ �

� 
��  ����　P

�ウ�� ��& ･
�� ･ �

� 
��  ���　P

�エ�� ��& ･
�� ･ �

� 
��  ����　P

����
P

� ���[
�

[
�の展開式の一般項は

　 UP&
�P U

� 

�[

U

� ��
�

[
 UP&

U
� 
�� ･

��P �U[
U[
�

�P��U U �，すなわち，��P �U �となるとき

��と���は互いに素であるから，�P�は���の倍数より　P オ�，��　P

�

� ����[
�

[
�  

�

� ��� ���[
�

[
� �の展開式の一般項は

　 N�&
N

� ���[
�

[
�

N

� ���[
�

[
�の���でない定数項は，�N �����のときに現れるから，

　 ��& ･ ��&
�

� 
�� � ��& ･ ��&
�

� 
�� �� ����　P
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確認問題�

���　式� �
� 
�D E �を展開したときの� �D �E �の項の係数を求めよ。

���　��個の引き出しがあり，そのすべてに書類�D�と書類�E�が���部ずつ入

っている。書類�D�を���部と書類�E�を���部取り出したい。

　�ア�　��個の引き出しから，書類�D�または書類�E�のどちらかしか取り

出せないとき，取り出し方は何通りあるか。

　�イ�　��個の引き出しから，書類�D�と書類�E�の両方を取り出してもよ

いし，片方のみを取り出してもよいし，どちらも取り出さなくてもよい

とき，取り出し方は何通りあるか。

���　����イ��における書類の取り出し方の場合の数は，式� �
� 
���DE D E �

�を展開したときの� �D �E �の項の係数に等しくなる。その理由を述べよ。

�解説

���� ��&  ��　P

�����ア�� ��&  �����通り�　P

�イ��D�を取り出すことを�D�，�E�を取り出すことを�E�，両方取り出すこと

を�F�，どちらも取り出さないことを�G�とするとき，

起こる回数が

　�� 
D��E��F��G  � 
���������� ��� 
���������� ��� 
���������� �

となればよくて，これらの並べ方だけ取り出し方はあるから，

　�
��

����
�
��

��
�

��

������
 ��������� �����通り�　P

����D�を�P�部取り出すことを� PD �，�E�を�Q�部取り出すことを� QE �のように

その文字の積で表すことにすれば，

DE�は�D�と�E�を���部ずつ，�D�は�D�を���部，�E�は�E�を���部，��はどちらも

取り出さないことに相当する。

�D �E �は�D�を���部，�E�を���部取り出すことに相当し，� �
� 
���DE D E � �の

展開式の� �D �E �の係数は，��つの�　�から�DE��D��E����のいずれかを選びそ

れらをかけたときの�DE��D��E����の選び方の総数に等しいから，���の�イ�

の場合の数に等しい。　W
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確認問題�

Q�を自然数とし，整式� Q
� 
��[ � �を展開した式を� �D � �D [� �D

�[ �……

� QD
Q[ �とする。

���　 �D � �D � �D �……� QD �を�Q�を用いて表せ。

���　
ND

�N �D
�����N�Q��を�Q�と�N�を用いて表せ。

���　 ND  �N �D �����N�Q��を満たす�N�が存在するための�Q�の条件を求め

よ。

���　Q ����のとき， ND �が� �D ， �D ， �D ，……， QD �の中で最大となる�N�

をすべて求めよ。

�解説

���� Q
� 
��[ �  Q

� 
�� �[  �Q& � �Q& ･�[�…� QQ& ･
Q� Q[ �より

　� �D � �D �…� QD  �Q& � �Q& ･��…� QQ& ･
Q�  Q

� 
�� �  Q� �　P

����
ND

�N �D
 

･NQ&
N�

･�N �Q&
�N ��
 
�� 
��Q N �

N
�　P

���� ND  �N �D �のとき，�
ND

�N �D
 ��より

　
�� 
��Q N �

N
 �　��N 

�� 
�Q �

�

ND  �N �D ����N 
�Q �を満たす�N�が存在するための条件は，

N 
�� 
�Q �

�
�が���以上�Q�以下の自然数となればよいから

　��
�� 
�Q �

�
�Q�　��Q��

�� 
�Q �

�
�が自然数となるとき，

��と���は互いに素であるから，Q���は���の倍数より

　Q�� �O���O�は自然数�　��Q �O�����O�は自然数�　P

���� ND � �N �D �のとき�
ND

�N �D
��，すなわち，�N���

ND � �N �D �のとき�
ND

�N �D
���，すなわち，N!��

よって， �D � �D �……� ��D  ��D ! ��D !……! ���D �より

求める�N�は，�N ��，���　P
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確認問題�

���　Q�を正の整数とする。 Q
� 
�� D �を二項定理を用いて展開せよ。

���　 ���� �を�����で割ったときの余りを求めよ。

���　 Q�� � Q�� �が�����で割り切れるような正の整数�Q�が存在するか。存

在するならば，その例を示せ。存在しなければ，それを証明せよ。

�解説

���� Q
� 
�� D  �Q& � �Q& D��……�� �Q �Q&

�Q �D � QQ&
QD 　P

���� ����  ��
� 
�� ��  ���& � ���& ･��� ���& ･

��� ��……�� ����& ･
����

　　���　　　　　 ���1�������1�は整数�

よって，余りは����　P

���� Q��  Q
� 
��� �

　　 �Q& ･
Q�� � �Q& ･

�Q ��� �……� �Q �Q& ･��･ �Q �
� 
�� � QQ&

Q
� 
��

　　 ����N� �Q �
� 
�� ･��Q� Q

� 
�� ���N�は整数�

Q��  Q
� 
��� �

　 �Q& ･
Q�� � �Q& ･

�Q ��� �……� �Q �Q& ･��� QQ& �

　 ���O���Q�����O�は整数�　P

Q�� � Q��  ���P���Q�
�Q �

� 
�� ��� � Q
� 
�� �����P�は整数�

Q�が奇数のとき，余りは����Q�を�����で割った余りであり，これは���で

はない

Q�が偶数のとき，余りは���となる

よって，存在しない。　W

確認問題�

[�を実数，Q�を正の整数とするとき， �Q
� 
�� [ �の展開式に�[ ��を代入す

ると �Q�  
 U �

�Q

&
ア

� �となる．また，[ ���を代入すると�
 U �

Q

&
イ

�

 
 U �

Q

&
ウ

� �となることがわかる．

以上より， ��Q& � ��Q& � ��Q& ��……�� �Q�Q&  
エ

� �である．

�解説

�ア�� �Q
� 
�� [  

 U �

�Q

& U�Q& �
U[ �…�①
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①�に�[ ��を代入すると，� �Q�  
 U �

�Q

& U�Q& �…�②　P

�イ�，�ウ��①�に�[ ���を代入すると，�� 
 U �

�Q

& U�Q& �
U

� 
�� �…③

すなわち，�� ��Q& � ��Q& � ��Q& ��……�� ��Q ��Q& � �Q�Q& �より

　
 U �

Q

& �U�Q&  
 U �

Q

& ��U ��Q& �　P

�エ�� �Q�  
 U �

�Q

& U�Q&  
 U �

Q

& �U�Q& �
 U �

Q

& ��U ��Q&  �
 U �

Q

& �U�Q& �より

　
 U �

Q

& �U�Q&  ��Q& � ��Q& ��……�� �Q�Q&  ��Q �� �　P

当然ですが，

　�
 U �

Q

& ��U ��Q&  ��Q& � ��Q& ��……�� ��Q ��Q&  ��Q �� �

です。

T

②�③より

　��� ��Q& � ��Q& � ��Q& ��……� 
� �Q�Q&  �Q�

　�� ��Q& � ��Q& � ��Q& ��……�� �Q�Q&  ��Q ��

②�③より

　��� ��Q& � ��Q& ��……� 
� ��Q ��Q&  �Q� �

　�� ��Q& � ��Q& ��……�� ��Q ��Q&  ��Q ��
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確認問題�

次の式を二項定理� P
� 
�� [  

 N �

P

& NP&
N[ ��P�は自然数��を用いて計算せよ。

���　
 N �

Q

&
NQ&

�N �
　　　　　���　

 N �

Q

&

N
� 
�� NQ&

�N �
　　　　　����　

 N �

Q

&
�N�Q&

��N �

�解説

���� �N ��Q �&  
�Q �

�N � NQ& ��N 
 ���������…��Q �より，

　�
NQ&

�N �
 

N���Q �&

�Q �
�…①

よって，

　�
 N �

Q

&
NQ&

�N �
� �

�

�Q �  N �

Q

& �N ��Q �&  
��Q �� �

�Q �
�　P

����①の両辺に� N
� 
�� �をかけて，

　�
N

� 
�� NQ&

�N �
 

N
� 
�� N���Q �&

�Q �

よって，

　�
 N �

Q

&

N
� 
�� NQ&

�N �
 

�

�Q �  N �

Q

&
N

� 
�� �N ��Q �&

　　　　　　　� �
�

�Q �  N �

Q

&  �N �
� 
�� �N ��Q �&

�

�Q �
�　P

�������より，�
 N �

�Q

&  
N�Q&

�N �

���Q �� �

��Q �
�…①

���より，�
 N �

�Q

&

N
� 
�� N�Q&

�N �
 

�

��Q �
�…②

①�②より

　��
 N �

Q

&
�N�Q&

��N �
 

��Q ��

��Q �

　��
 N �

Q

&
�N�Q&

��N �
 

Q�

��Q �
�　P

T

次のように，積分を利用してもできます。
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P
� 
�� [  

 N �

P

& NP&
N[ �の両辺を�[�で積分すると

　
�P �

� 
�� [

�P �
 

 N �

P

&
NP&

�N �
�N �[ �&　�&�は積分定数�

[ ��を代入して，�& 
�

�P �

よって，

　
 N �

P

&
NP&

�N �
�N �[  

��P �
� 
�� [ �

�P �
　…�①

����①�において，�P Q，[ ��とすると

　
 N �

Q

&
NQ&

�N �
 

��Q �� �

�Q �

����①�において，�P Q，[ ���とすると

　
 N �

Q

&
NQ&

�N �
�N �

� 
��  �
�

�Q �

　��
 N �

Q

&

N
� 
�� NQ&

�N �
 

�

�Q �
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確認問題�

Q�を���以上の奇数として，次の集合を考える。

　　　 Q$  � ��Q& ， �Q& ，……， �Q �
�

Q&

���　 �$ �のすべての要素を求め，それらの和を求めよ。

���　 �Q �
�

Q& �が� Q$ �内の最大の数であることを示せ。

���　 Q$ �内の奇数の個数を�P�とする。P�は奇数であることを示せ。

�解説

���� �$  � �� ��& ， ��& ， ��& ， ��& �

��& � ��& �…� ��&  
�� �� NQ&  �Q NQ& �より

　��� ��& � ��& �… 
� ��&  
�� �

　�� ��& � ��& � ��& � ��&  ����　P

���� NQ& � �N �Q& �のとき�
�N �Q&

NQ&
!��より

　
�N �Q&

NQ&
 

�Q N

�N �
!��　��N�

�Q �

�
�

よって，� �Q& � �Q& �…� �Q �
�

Q& �　示された。　W

���� Q$ �のすべての要素の和は，

���と同様にして，� �Q �� ���であるから奇数である。

ここで，�P�を偶数と仮定すると，�

Q$ �のすべての要素の和は偶数となり矛盾

よって，�P�は奇数である　W
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確認問題�

次の各問いに答えよ。ただし，正の整数�Q�と整数�N�����N 
�Q �に対し

て， NQ& �は正の整数である事実を使ってよい。

���　P�が���以上の整数のとき， �P& �が�P�で割り切れるための必要十分

条件を求めよ。

���　S�を���以上の素数とし，N�を�S�より小さい正の整数とする。このと

き， NS& �は�S�で割り切れることを示せ。

���　S�を���以上の素数とする。このとき，任意の正の整数�Q�に対し，

S
� 
�Q � � SQ ���は�S�で割り切れることを示せ。

�解説

���� �P&  
P� 
�P �

�
 P･

�P �

�
�が�P�で割り切れるためには，

�P �

�
�が自然数，すなわち，�P�が奇数であることが必要である

P �O�����O�は自然数��のとき，� ���O �&  ��O 
�� O

よって，� ���O �& �は��O���で割り切れる

したがって，求める条件は�P�が奇数であることである　P

���� NS&  
S

N �N ��S �& �より

　N･ NS&  S･ �N ��S �&

よって，N･ NS& �は�S�で割り切れる

S�は素数であり，��N�S�であるから，N�と�S�は互いに素より

NS& �は�S�で割り切れる　W

���� S
� 
�Q � � SQ �� �S&

SQ � �S&
�S �Q � �S&

�S �Q �……� �S �S& Q� SS&

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　�� SQ ���

　　　　　　　　 �S&
�S �Q � �S&

�S �Q �……� �S �S& Q�

����より， �S& ， �S& ，……， �S �S& �は�S�で割り切れるから，

S
� 
�Q � � SQ ���は�S�で割り切れる　W
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